MINI-Akademia na Politechnice Warszawskiej
Od OMJ do IMO - zadania olimpijskie z geometrit

Zadania z ¢wiczen

Zadanie 1 (OMJ-2019) Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym
AC = BC. Punkt M jest srodkiem ramienia AD. Wykaz, ze /ACM = /CBD .

Zadanie 2 (OMJ-2019) Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym
/ABC = 90°. Dwusieczna /BAD przecina odcinek BC' w punkcie P. Wykaz, ze jezeli
LAPD = 45° to pole czworokata APCD jest réwne polu trojkata ABP .

Zadanie 3 (OMJ-2019) Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB = 3BC. Punkty P i Q
leza w tej kolejnosci wewnatrz boku AB i speliaja warunek AP = PQ = QB. Punkt M
jest §rodkiem boku AC. Wykaz, ze /PMQ = 90°.

Zadanie 4 (OMJ-2018) Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym
AB + CD = AD. Przekatne AC' i BD przecinaja sie w punkcie E. Prosta rownolegta do
podstaw trapezu i przechodzaca przez punkt E przecina ramie AD w punkcie F'. Udowodnij,
ze /BFC =90°.

Zadanie 5 (OMJ-2018) Punkt M jest $rodkiem boku AB tréjkata réwnobocznego ABC' .
Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AC' i BC, przy czym /DME = 60°. Wykaz, ze
AD+ BE = DE + 1AB.

Zadanie 6 (OMJ-2018) Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AC # BC. Punkt
K jest spodkiem wysokosci tego tréjkata poprowadzonej z wierzchotka C'. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Wykaz, ze pola czworokatéw AKOC i BKOC
sg rowne.

Zadanie 7 (OMJ-2017) Wykaz, ze jezeli przekatne pewnego trapezu przecinaja sie pod
katem prostym, to suma diugosci podstaw tego trapezu jest nie wigksza niz suma diugosci
ramion tego trapezu.

Zadanie 8 (OMJ-2017) Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Punkt E lezy na
odcinku CD. Wykaz, ze jezeli suma pdl trojkatow AC'E i BDE jest rowna polowie pola
tréjkata ABC, to punkt D jest srodkiem boku AB lub punkt E jest srodkiem odcinka C'D.

Zadanie 9 (OM-2019) Punkty X iY leza odpowiednio wewnatrz bokéw AB i C'D tréjkata
ostrokatnego ABC, przy czym AX = AY oraz odcinek XY przechodzi przez ortocentrum
trojkata ABC'. Proste styczne do okregu opisanego na trdojkacie AXY w punktach X iV
przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze punkty A, B,C i P leza na jednym okregu.

Zadanie 10 (OM-2019) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty K, K, leza
wewnatrz boku AB, punkty Li, L, leza wewnatrz boku BC', punkty M , M5 leza wewnatrz
boku C'D oraz punkty N;, Ny leza wewnatrz boku DA, przy czym punkty Ki, Ks, Ly, Lo,
My, M, , N1, Ny sa parami rézne i leza w tej kolejnosci na jednym okregu w. Niech a, b, ¢, d
beda dtugosciami tukéw No Ky, KoLy, Lo My i My Ny okregu w niezawierajacych odpowiednio
punktow Ko, Ly, My i Ny. Wykaz, ze a +c=d + d.



Zadanie 11 (OM-2018) Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Dwu-
sieczna /BAC przecina bok BC' w punkcie D. Punkt M jest $rodkiem boku BC'. Udowod-
nij, ze prosta przechodzaca przez $rodki okregéw opisanych na tréjkatach ABC i1 ADM jest
rownolegta do prostej AD.

Zadanie 12 (OM-2017) Symetralna boku BC' przecina okrag opisany na tréjkacie ABC
w punktach P i Q, przy czym A i P leza po tej samej stronie prostej BC'. Punkt R jest
rzutem prostokatnym punktu P na prosta AC. Punkt S jest srodkiem odcinka AQ). Wykaz,
ze punkty A, B, R i S leza na jednym okregu.

Zadanie 13 (OM-2017) Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D przy czym
okrag o srednicy BC' jest styczny do prostej AD. Wykaz, ze wtedy okrag o srednicy AD jest
styczny do prostej BC'.

Zadanie 14 (OM-2017) Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw AB i AC
w punktach D i E odpowiednio. Punkt J jest sSrodkiem okregu dopisanego do tréojkata ABC
i stycznego do boku BC'. Punkty M i N sa odpowiednio $srodkami odcinkéw JD i JE. Pro-
ste BM i C'N przecinaja si¢ w punkcie P. Udowodnij, ze punkt P lezy na okregu opisanym
na tréjkacie ABC.

Zadanie 15 (IMO-2019) W tréjkacie ABC punkt A; lezy na boku BC, a punkt Bj lezy
na boku AC. Niech P i @) beda odpowiednio punktami z odcinkow AA; i BB; takimi, ze
PQJ||AB. Niech P; bedzie punktem prostej PB; takim, ze B; jest punktem wewnetrznym
odcinka PP, oraz /PP,C' = /BAC. Podobnie niech ), bedzie punktem prostej QA; takim,
ze Ay jest punktem wewnetrznym odcinka Q@ oraz /CQ1Q) = /CBA. Wykaz, ze punkty
P.Q,P i@ leza na jednym okregu.

Zadanie 16 (IMO-2017) Niech R i S beda réznymi punktami lezacymi na okregu €2, przy
czym odcinek RS nie jest srednica €). Prosta [ jest styczna do €2 w punkcie R. Niech T
bedzie takim punktem, ze S jest srodkiem odcinka RT'. Punkt J wybrano na krétszym tuku
RS okregu €2 tak, ze okrag I' opisany na trdjkacie JST przecina [ w dwdch punktach. Niech
A bedzie punktem przeciecia I' z [ lezacym blizej punktu R. Prosta AJ przecina {2 ponownie
w punkcie K. Udowodnié¢, ze prosta KT jest styczna do okregu I'.

Zadanie 17 (IMO-short list 2017) Niech ABC DE bedzie pieciokatem wypuklym, w ktérym
AB = BC =CD, /FAB = /BCD oraz /EDC = /CBA. Wykaz, ze prosta prostopadia
do prostej BC poprowadzona z E i przekatne AC' i BD przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 18  (Baltic-Way—2018) Czworokat ABCD jest opisany na okregu w. Punkt
przeciecia w z AC blizszy A oznaczamy przez E. Niech F' bedzie drugim koncem Srednicy
okregu w poprowadzonej z E. Prosta styczna do w w punkcie F' przecina boki AB i BC od-
powiednio w punktach A; i C4 oraz przedtuzenia bokéw AD i C'D odpowiednio w punktach

AQ i CQ. Wykaz, ze AlCl = AQCQ.

Zadanie 19 (Baltic-Way—2016) Na czworokacie ABCD opisano okrag w. Panadto wia-
domo, ze prosta AB nie jest rownolegta do prostej C'D. Niech M bedzie srodkiem odcinka
C'D oraz niech P bedzie takim punktem wewnetrznym czworokata ABC'D, ze AP = PB =
CM. Wykaz, ze proste AB, C'D i symetralna odcinka PM przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 20 (Baltic-Way—2016) Niech ABCD bedzie wypuklym czworokatem takim, ze
AB = AD. Punkt T lezy na odcinku AC' i jest tak wybrany, ze /ABT + /ADT = /BCD.
Wykaz, ze wtedy AT + AC > AB+ AD.



