MINI AKADEMIA 11.05.2013
ZADANIA

LOGIKA RACHUNKU ZDAN

Problem 1. Semantycznie udowodnié, ze nastepujace zdania sa tautologiami:

(1) [(pA(gAT)) =71l [p— ((gAT) — 7)),
(2) ~[(=pAT)V(g—T1)] = [2(=pAT)A=(g — 7).

Problem 2. Omoéwié¢ dowdd formalny zasady sprzecznosci.
Przestanka: F F (G A -G) Wniosek: F - H

)
) FF -G,
) Fr (=G VH)
) F(G— H)
) FrG,
(6) FF H.

Problem 3. Uzywajac regul wnioskowania formalnego dotaczonych do tresci zadan
pokazac, ze nastepujace reguly zachodza:

Przestanka Whiosek Nazwa zasady

{F}FGA-G @ F modus tollens
@+ (F — Q) < (-G — —=F) prawo kontrapozycji

Problem 4. Pokazaé¢ dowdd formalny {(sV g) — p,—a,p — a} F —s.

Problem 5. Pokazaé, ze jesli zdanie A jest tautologia i istnieje dowdd formalny,
ktérego ostatnim krokiem jest A + C, gdzie C jest pewnym zdaniem, to istnieje
dowdd formalny, ktérego ostatnim krokiem jest @ F C.

Problem 6. Zrobila to Ania lub Basia. Basia nie mogla jednoczesnie czytaé i
zrobi¢ tego. Basia czytala. Kto to zrobit?

Problem 7. Dla kazdego z nastepujacych zbioréw zatozen sformutowaé¢ wynikajacy
z nich wniosek i podaé¢ reguly wnioskowania, z ktérych sie korzysta.
(1) Jesli Internet nie bedzie dzialal, to bede sie uczyl. Jesli bede sie uczyl, to
zdam egzamin. Nie zdam egzaminu.
(2) Jesli zaliczylem pierwszy i drugi semestr, to zaliczytem rok. Jesli zaliczylem
rok, to zaliczylem drugi semestr. Nie zaliczylem roku.
(3) Jedli zaliczytem pierwszy i drugi semestr, to zaliczytem rok. Bede studiowatl
na nastepnym roku tylko wtedy, gdy zalicze ten rok. Nie bede studiowal na
nastepnym roku.

Problem 8. Zapisaé¢ kazde z ponizszych rozumowan za pomocg symboliki RZ,
uzywajac sugerowanych nazw zmiennych. Nastepnie napisa¢ dowod semantyczny.
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(1) Jesli moje obliczenia si¢ zgadzaja i zaplace rachunek za elektrycznos$é, to
zabraknie mi pieniedzy. Jesli nie zaplace rachunku, to wylacza mi prad.
Zatem, jesli nie zabraknie mi pieniedzy i pradu mi nie wylacza, to moje
obliczenia sie nie zgadzaja. (o,r,z,p)

(2) Jesli meteorolodzy przewiduja, ze bedzie sucho, to péjde na wycieczke lub
bede ptywaé. Pojde ptywacé wtedy i tylko wtedy, gdy meteorolodzy podadza,
ze bedzie cieplo. Zatem, jedli nie ide na wycieczke, meteorolodzy przewiduja,
ze bedzie mokro lub cieplo. (s,w,p,m)

(3) Jedli dostane prace i bede ciezko pracowaé, to bede awansowaé. Jesli bede
awansowac, bede zadowolony. Nie bede zadowolony. Zatem albo nie dostane
pracy, albo nie bede ciezko pracowaé. (p,c,a,z)

(4) Jedli bede studiowal logike, to bede bardzo madry. Jesli bede studiowal
zarzadzanie, to bede zarabial duzo pieniedzy. Jesdli bede bardzo madry
lub zarabial duzo pieniedzy, to nie bede nieszczesliwy. Zatem, jesli nie je-
stem nieszczesliwy, to nie studiowatem logiki i nie studiowalem zarzadzania.
(sl,m,sz,p,n)

Problem 9. Jesli jeste$ tutaj, to dzisiaj musi by¢ piatek. Jesli si¢ nie myle, to
dzisiaj jest sobota. Albo dzisiaj, to nie wczoraj, albo dzisiaj jest piatek. Nie moge
sie myli¢, jesli jested tutaj. Piatek to nie sobota. Jedli dzisiaj jest sobota, to wczoraj
byl piatek.

(1) Cazy jestes tutaj?

(2) Przypuséémy, ze si¢ nie myle. Czy mozesz wywnioskowaé, ze wczoraj to nie
dzisiaj?

(3) Jedli sie nie myle, jaki dzien byl wezoraj?

Problem 10. Kreska Sheffera jest to spéjnik logiczny | zdefiniowany za pomoca

nastepujacej tabelki:
zly

== olollg
= O | ol

1
1
1
0

Semantycznie udowodnié, ze

(1) plge=~(pnag)

(2) peplp

@) pVvage(plp)l(gla)
Zmalez¢ zdanie réwnowazne zdaniu p A ¢ i p — g w ktorym wystepuje tylko kreska
Sheffera.

LOGIKA MODALNA

Przypomnienie: jezyk logiki modalnej, to jezyk zdefiniowany za pomoca zbioru
zmiennych ®, ktoérego elementy bedziemy oznaczaé¢ najczesciej literami p, g, r oraz
nastepujacej zasady tworzenia zdan:

pu=pl|Ll=¢[oVY|dAY|d—= |t |oy| DY
Poniewaz niektére spdjniki logiczne mozemy wyrazaé¢ za pomoca innych, réwno-
waznie jezyk logiki modalnej mozemy wprowadzi¢ uzywajac nastepujacej reguly:

¢u=plL =g oV oy
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W takim przypadku O wprowadzamy jako zdanie O := = o —).

Problem 11. Zapisa¢ za pomocg formut logiki modalnej nastepujace zdania:
(1) jesli ¢ zachodzi to konieczne jest, aby ¢ bylo mozliwe
(2) co moze by¢ konieczne, zachodzi rzeczywiscie
(3) jesli konieczne jest, ze po deszczu pojawia sie tecza, to z koniecznosei opadu
deszczu wynika koniecznosé pojawienia si¢ teczy
(4) jesli co$ jest mozliwe, to konieczne jest, zeby bylo mozliwe
(5) jesli mozliwe, ze ¢ jest mozliwe, to mozliwe jest, ze ¢ zachodzi
Problem 12. W réznych odmianach logiki modalnej, operator O moze by¢ in-
terpretowany inaczej. Np. w logice dowodliwo$ci operator O jest interpretowany
jako dowodliwodé, tj. méwi nam czy dana formula moze byé dowiedziona w pewnej
teorii. Biorac pod uwage taka interpretacje modalnosci O napisa¢ w jezyku logiki
modalnej zdanie
Dowiedzione jest, ze jesli z dowodliwosci p wynika prawdziwosé p, to p jest
udowodnione.
Problem 13. Istniejg logiki modalne o wigkszej liczbie modalnosci. Na przyktad
logika temporalna definiowana jest nastepujacym jezykiem
p=LlploVi|-¢|F¢|Po
Modalnosci F' oraz P interpretuje sie nastepujaco:

e ¢ czytamy jako ” ¢ zachodzi w pewnym momencie w przysztosci”,

e P¢ czytamy jako ” ¢ zaszto w pewnym momencie przesztosci”.
Ponadto, definiujemy operatory dualne do powyzszych nastepujaco:

o Gop:=—-F-¢

o Hp:=—-P-¢
Jak nalezy czyta¢ formuly G¢ i Hp? Zapisa¢ w jezyku logiki temporalnej nastepu-
jace zdanie:

Cokolwiek sie stalo, na zawsze sig¢ stalo.

Co oznacza formuta F¢ — FF¢?
Problem 14. Niech W bedzie zbiorem i —C W x W bedzie relacja. Frejmem
nazywamy pare (W, —). Wartosciowaniem frejmu (W, —) nazywamy funkcje V' :
® — P(W). Innymi slowy zmiennym ze zbioru ® przyporzadkowujemy stany W
w ktorych te zmienne sg¢ prawdziwe. Majac ustalone wartosciowanie V' mozemy
zdefiniowaé¢ prawdziwo$¢ formul w kazdym stanie frejmu w nastepujacy sposéb:

W,w =L nigdy,

Wwkpdaped < weV(p),

W,wkE —pdlap € ® < nieprawda, ze W,w = p,

Wow b ¢V <= Wk ¢ lub W,w k= o,

W,w | o¢p <= istnieje v € W takie, ze w — v oraz W, v |= ¢.
Przyktad 1. Niech W = {w;, wa, ws}. Przykladem frejmu jest nastepujacy graf:

W, — W2

L

w3Q
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Rozwazmy wartoSciowanie V : & — P(W), takie, ze V(w1) = @, V(w1) = {p,q},
V(ws) = {q,s}.

Uzupemié pie¢ regul prawdziwosci przedstawionych powyzej o reguly dla spdj-
nikéw wystepujacych w bogatszym jezyku logiki modalnej przedstawionym na po-
czatku tego rozdziatu.

Problem 15. Sprawdzié, czy w powyzszym przyktadzie zachodza
W, w1 = —p A =g A s,

W, w; = op,

W,ws |=p A og,

W,ws EqgAshos

Problem 16. Méwimy, ze formutla ¢ logiki modalnej jest spelniona we frejmie W
is piszemy W = ¢, jedli dla kazdej waluacji V' i kazdego stanu w € W zachodzi
W, w | ¢. Jakie strukturalne wlasnosci posiadaja frejmy dla ktérych

o W ): Op—p

e Whkoop—op

REGULY WNIOSKOWANIA DLA RACHUNKU ZDAN

Przestanka Whiosek Nazwa zasady
GeF FEG zalozenie
FFGiFCF F'+G monotonicznoéé
FFEG FF =G podwdjna negacja
FrEGi, FEGy FH(G1ANGy) A-wprowadzenie
FH(G1NG2) FEG, FFEG, A-eliminacja
F (G NG2) F (G2 ANGh) A-symetria
F Gy FE(G1VGy) V-wprowadzenie
FE(G1VGy),
FU{G}-H,FU{Gs} - H F+H V — eliminacja
FE(G1VGy) FE(GaVGh) V-symetria
FU{F}FG FFHF—G) —-wprowadzenie
FHF—-G),FELF FrEG —-eliminacja
FEF FEH(F) ()-wprowadzenie
FE(F) FEF ()-eliminacja
FH(FVG)VH FHFV(GVH) V-nawiasowanie
FH(EFNG)NH FFFA(GANH)  A-nawiasowanie
Zasada Nazwa zasady

FE(FVG) wtw FE ~(-F A -G) V — definicja
FE(F—G) wtw FF (-FVG) — — definicja
FFFoG@ wtwFH(F—-G)iFF(G—F) < — definicja



