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Zadanie 1 — OMJ 2019

Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC' Zatozmy, ze na odcinku C'D istnieje taki punkt E, ze
LEAD = ZAED oraz ZECB=/CEB.

Wykaz, ze AC + BC > AB+ CE.

Rozwiazanie

/ zatozenia tréjkaty AED oraz CEB sa réwnoramienne. Stad AD = DFE oraz BC = BE. Na
prostej AB oznaczmy przez P taki punkkt, ze AP = C'E oraz A lezy na odcinku DP.
Zauwazamy, ze wtedy DP = AD + AP = DE + CE = CD. Ponadto z zatozenia AD = DFE co

daje, ze trojkaty EDP i ADC sa przystajace. Stad otrzymujemy
AC+BC=PE+EB>PB=PA+AB=CE+ AB.



Zadanie 2 — OM 2018

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC', w ktorym AB < AC'. Punkty Ei F' sa spodkami jego wysokosci
poprowadzonymi odpowiednio z wierzchotkow B i C'.Prosta styczna w punkcie A do okregu opisanego
na trojkacie ABC' przecina prosta BC' w punkcie P. Prosta réwnolegta do prostej BC' przechodzaca
przez punkt A przecina prosta E'F' w punkcie (). Wykazaé, ze prosta P() jest prostopadta do srodkowej
trojkata opuszczonej z wierzchotka A.

Rozwiazanie

Oznaczmy okrag opisany na trdjkacie ABC' przez w. Zauwazamy, ze na czworokacie F'F'BC mozna
opisa¢ okrag (katy przy wierzchotkach E' i F' sa proste i srodek okregu to $rodek odcinka BC'), ktéry
oznaczamy przez w; . Ponadto

/EFA=nmn—-/BFFE=/ACB = /ZFAQ.
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa wnioskujemy, ze okrag wo
opisany na trdjkacie AF'E jest styczny do prostej AQ) .
Stad wnioskujemy, ze

AQ? = Pot(Q,ws) = QF - QF = Pot(Q,w) .
Ponadto AQ? jest potega punktu Q wzgledem zdegenerowanego okregu wy o $rodku w punkcie A i
promieniu rownym zero.



Ponadto mamy

PA? = Pot(P,w) = PB - PC = Pot(P,w,) .
Jednakze PA? jest potega punktu P wzgledem wy. Wiec P i Q leza na prostej potegowej wy i wy
co daje teze.



Zadanie 3 — IMO 2018

Niech T' bedzie okregiem opisanym na tréjkacie ostrokatnym ABC'. Na bokach AB i AC wybrano
punkty D | E takie, ze AD = AFE. Symetralne odcinkow BD i C'E przecinaja krotsze tuki AB |
AC' odpowiednio w punktach F' i G. Wykaz, ze proste DE i FG' sa rownolegte.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez Z i T' punkty przeciecia bokdw AB i AC z prosta F'GG. Niech X bedzie punktem

takim, ze czworokat "X AD jest rownolegtobokiem. Wtedy otrzymujemy
LFXA=/FDA=n—-/ZFDB=n—/ZFBD

co oznacza, ze na czworokacie F'X AB mozna opisa¢ okrag i w konsekwencji X lezy na I'. Podobnie

definiujemy Y jako taki punkt, ze czworokat GY AFE jest réwnolegtobokiem i wnioskujemy, ze Y lezy

nal'.
Ponadto mamy nastepujace réwnosci

XF=AD=AFE=Y(.

Wiec czworokat X F'GY jest rdbwnoramiennym trapezem wpisanym w I'. Ten wniosek prowadzi do
réwnosci katow
LATZ = Z/YGF = /XFG = ZLAZT

i trojkat AZT jest rownoramienny co konczy to rozwiazanie.
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Zadanie 4 — Baltic-Way 2018

Okregi wy i wo sa zewnetrznie roztaczne. Odcinki A1 By oraz Ay By sa srednicami tych okregow, ktdre
nie sa rownolegte. Oznaczmy przez A srodek odcinka A1 A,, przez B srodek odcinka BBy oraz przez
C' punkt przeciecia odcinkow A1 Ay oraz B1By. Wykaz, ze ortocentrum trojkata ABC' lezy na pewnej
prostej niezaleznej od wyboru srednic wy i ws.

Rozwiazanie

Wykazemy, ze ortocentrum trdjkata ABC' leze na prostej potegowej okregdw wq i wo. Oznaczmy
przez X i X9 punkty przeciecia A1 Ay odpowiednio z okregami w; i we. Podobnie niech Y] i Y5 to
punkty przeciecia BBy odpowiednio z okregami w; i wy. Zauwazamy, ze proste A;Y; oraz AsY5
sa rownolegte oraz proste B1.X; oraz By X5 sa rownolegte. Te cztery proste tworza réwnolegtobok
KLMN.

Oznaczmy s$rodek KL przez P. Wtedy prosta BP jest réwnolegta do prostej LM gdyz tréojkaty
prostokatne Y5 B, K i Y5ByL sa podobne oraz trojkat prostokatny B PY5 jest do nich podobny. Wiec
prosta PB jest prostopadta do A; As czyli do AC'. Podobnie oznaczajac przez () srodek odcinka KN
wnioskujemy, ze prosta () A zawiera wysokosc¢ trojkata ABC' poprowadzona z wierzchotka A. Razem
mamy, ze ortocentrum H tréjkata ABC' to srodek rownolegtoboku K LM N.



Na czworokacie B; X1Y5A,5 mozna opisaé okrag oznaczany przez w. Widzimy, ze K lezy na prostej
potegowej w1 i wy gdyz
Pot( K, w;) = Pot(K,w) = Pot(K, w,) .

Ponadto z podobienstwa tréjkatéow prostokatnych M A X5 i MY By
MY, -MA = MX, - MBs

| punkt M tez lezy na prostej potegowej wy i wy co natychmiast konczy to rozwiazanie.



