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Definicja Na p laszczyźnie dany jest okr ↪ag ω o środku O i promieniu r > 0 oraz punkt P .
Pot ↪eg ↪a punktu P wzgl ↪edem ω nazywamy liczb ↪e

pot (P, ω) = PO2 − r2 .

Twierdzenie 1 (o siecznych) Prosta przechodz ↪aca przez punkt P przecina okr ↪ag ω w
punktach A i B. Wtedy wartość iloczynu PA · PB jest równa |pot (P, ω)|.
Dowód Niech P leży na zewn ↪atrz ω. Narysujmy inn ↪a prost ↪a przechodz ↪ac ↪a przez P i
przecinaj ↪ac ↪a ω w punktach C i D. Wówczas

∆PDA ∼ ∆PBC ⇒ PA · PB = PC · PD .

Niech teraz druga prosta przechodz ↪ac ↪a przez P b ↪edzie styczna do ω w E. Wtedy

∆PEA ∼ ∆PBE ⇒ PA · PB = PE2 = pot (P, ω) .

Dowód gdy P jest punktem wewn ↪etrznym jest bardzo podobny.

Twierdzenie 2 (odwrotne do tw. o siecznych) a) Odcinki AB i CD przecinaj ↪a si ↪e w
punkcie P . Jeżeli PA · PB = PC · PD to punkty A ,B ,C i D leż ↪a na jednym okr ↪egu.

b) Punkty P ,A ,B leż ↪a w tej kolejności na prostej. Ponadto punkty P ,C ,D leż ↪a w tej ko-
lejności na innej prostej. Jeżeli PA · PB = PC · PD to punkty A ,B ,C i D leż ↪a na jednym
okr ↪egu.

c) Punkty P ,A ,B leż ↪a w tej kolejności na prostej k. Punkt E nie należy do k oraz PA ·PB =
PE2. Wtedy okr ↪ag opisany na punktach A ,B ,E jest styczny do k w E.

Dowód a) Niech okr ↪ag ω opisany na ∆ABC przecina prost ↪a CP w punkcie D′ (innym niż
C). Chcemy aby D = D′.

−pot (P, ω) = PC · PD′ = PA · PB = PC · PD ⇒ PD′ = PD .

Punkty D i D′ leż ↪a po tej samej stronie P wi ↪ec D = D′.

b) dowód jest identyczny, c) odwrócenie rozumowania z twierdzenia 1.

Twierdzenie 3 (o prostej pot ↪egowej) Na p laszczyźnie dane s ↪a dwa okr ↪egi ω1 o środku
O1 i promieniu r1 > 0 oraz ω2 o środku O2 i promieniu r2 > 0. Niech O1 6= O2. Wtedy zbiór
punktów P takich, że

pot (P, ω1) = pot (P, ω2)

jest prost ↪a prostopad l ↪a do prostej O1O2.

Dowód Niech P b ↪edzie punktem takim, że pot (P, ω1) = pot (P, ω2). Oznaczmy przez P̃ rzut
prostok ↪atny P na prost ↪a O1O2. Wtedy

pot (P̃ , ω1) = P̃O2
1 − r21 = PO2

1 − PP̃ 2 − r21 = PO2
2 − PP̃ 2 − r22 = P̃O2

2 − r22 = pot (P̃ , ω2) .



Nietrudno sprawdzić, że na prostej O1O2 jest tylko jeden punkt o powyższej w lasności.

Niech teraz k b ↪edzie prost ↪a prostopad l ↪a do prostej O1O2 przechodz ↪ac ↪a przez P oraz niech
Q ∈ k. Wtedy rzut prostok ↪atny Q na O1O2 to P̃ . Wi ↪ec

pot (Q,ω1) = QO2
1 − r21 = QP̃ 2 + P̃O2

1 − r21 = QP̃ 2 + P̃O2
2 − r22 = QO2

2 − r22 = pot (Q,ω2) .

Jeżeli R /∈ k to rzut R na O1O2 jest inny niż P̃ i dlatego pot (R,ω1) 6= pot (R,ω2).

Uwaga Opisana w twierdzeniu 3 prosta nazywa si ↪e prost ↪a pot ↪egow ↪a lub osi ↪a pot ↪egow ↪a ω1 i ω2.

Twierdzenie 4 (o trzech prostych pot ↪egowych)

Na p laszczyźnie dane s ↪a trzy okr ↪egi o różnych środkach. Wtedy trzy osie pot ↪egowe trzech
możliwych par okr ↪egów albo przecinaj ↪a si ↪e w jednym punkcie albo s ↪a równoleg le.

Zadanie 1 Dany jest okr ↪ag ω i punkty A,B,C leż ↪ace na nim. Prosta styczna do ω w punkcie
C przecina prost ↪a AB w punkcie Q. Proste styczne do ω w punktach A i B przecinaj ↪a si ↪e w
punkcie P . Wykaż, że PQ2 = PB2 + QC2.

Zadanie 2 Dany jest trójk ↪at ABC. Na boku AC znajdź taki punkt S aby AS · CS = BS2.

Zadanie 3 Na p laszczyźnie dany jest okr ↪ag ω i dwa różne punkty A,B leż ↪ace wewn ↪atrz tego
okr ↪egu. Znajdź okr ↪ag styczny wewn ↪etrznie do ω przechodz ↪acy przez A i B.

Zadanie 4 Czworok ↪at ABCD, w którym prosta AB nie jest równoleg la do prostej CD,
jest wpisany w okr ↪ag. M jest środkiem boku CD oraz P jest takim punktem wewn ↪etrznym
czworok ↪ata ABCD, że AP = BP = CM . Wykaż, że proste AB, CD i symetralna odcinka
PM przecinaj ↪a si ↪e w jednym punkcie.

Zadanie 5 Punkty A ,B ,D ,C leż ↪a w tej kolejności na okr ↪egu ω. Proste AB i CD prze-
cinaj ↪a si ↪e w punkcie P oraz proste AD i BC przecinaj ↪a si ↪e w punkcie Q. Wykaż, że wtedy
pot (P, ω) + pot (Q,ω) = PQ2 ..

Zadanie 6 Z punktu S leż ↪acego na zewn ↪atrz okr ↪egu ω poprowadzono styczne SK i SL do ω
w punktach K i L. Przez S poprowadzono dwie sieczne przecinaj ↪ace ω w punktach A ,C oraz
B ,D. Proste AB i CD przecinaj ↪a si ↪e w punkcie P oraz proste AD i BC w punkcie R. Wtedy
punkty K ,L , P ,R leż ↪a na jednej prostej.

Zadanie 7 Okr ↪ag ω jest styczny do prostej k w punkcie D. Ci ↪eciwa AB jest równoleg la do
prostej k. Na prostej k wybrano punkt C. Proste AC i BC przecinaj ↪a okr ↪ag ω w punktach E
i F . Wykaż, że prosta EF przechodzi przez środek odcinka CD.

Zadanie 8 Oznaczmy w trójk ↪acie prostok ↪atnym ABC przez C0 spodek wysokości opusz-
czonej z wierzcho lka k ↪ata prostego ∠C. Wybrano punkt X z wn ↪etrza odcinka CC0 i niech
K, L b ↪ed ↪a takimi punktami wybranymi odpowiednio z odcinków AX i BX, że BK = BC i
AL = AC. Oznaczmy przez M punkt przeci ↪ecia peostych AL i BK. Wykaż, że MK = ML .

Zadanie 9 Dany jest trójk ↪at ostrok ↪atny ABC, którego ortocentrum (punkt przeci ↪ecia si ↪e
wysokości) oznaczono przez H. Niech W b ↪edzie dowolnym punktem wewn ↪etrznym boku BC.
Oznaczmy przez M i N spodki wysokości trójk ↪ata ABC poprowadzonych z wierzcho lków B
i C. Niech ω1 b ↪edzie okr ↪egiem opisanym na trójk ↪acie BWN oraz X niech b ↪edzie obrazem
W w symetrii środkowej wzgl ↪edem środka okr ↪egu ω1. Niech ω2 b ↪edzie okr ↪egiem opisanym na
trójk ↪acie CWM oraz Y niech b ↪edzie obrazem W w symetrii środkowej wzgl ↪edem środka okr ↪egu
ω2. Wykaż, że punkty X , Y i H s ↪a wspó lliniowe.

Zadanie 10 W trójk ↪acie ostrok ↪atnym ABC spodek wysokości poprowadzonej z wierzcho lka
C oznaczono przez D. Niech E b ↪edzie dowolnym punktem z odcinka CD oraz P , Q, R i S
niech b ↪ed ↪a rzutami prostok ↪atnymi punktu D na proste AC, AE, BE i BC. Wykaż, że punkty
P , Q, R i S leż ↪a na jednym okr ↪egu lub na jednej prostej.
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