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Definicja

Na ptaszczyznie dany jest okrag w o Srodku O i promieniu r > 0 oraz punkt P. Potega punktu P

wzgledem w nazywamy liczbe
pot (P,w) = PO? — 1.

Uwaga
Dla P lezacych na zewnatrz w wartos$¢ potegi jest dodatnia oraz dla P lezacych wewnatrz w wartos¢
potegi jest ujemna. Gdy P jest punktem z w to pot (P,w) = 0.

Whiosek

Niepusty zbiér punktéw o jednakowej potedze wzgledem w to zawsze okrag o srodku w punkcie O.



Twierdzenie 1 (o siecznych)

Prosta przechodzaca przez punkt P przecina okrag w w punktach A i B. Wtedy wartos¢ iloczynu
PA - PB jest réwna |pot (P, w)].

Dowod Niech P lezy na zewnatrz w. Narysujmy inna prosta przechodzaca przez P i przecinajaca
w w punktach C'i D. Wéwczas

APDA ~APBC = PA-PB=PC-PD.

Niech teraz druga prosta przechodzaca przez P bedzie styczna do w w E. Wtedy

APEA ~ APBE = PA-PB = PE?=pot(P,w).

Dowdd gdy P jest punktem wewnetrznym jest bardzo podobny.



Twierdzenie 2 (odwrotne do tw. o siecznych)

a) Odcinki AB i C'D przecinaja sie w punkcie P. Jezeli PA-PB = PC' - PD to punkty A, B,C'i
D leza na jednym okregu.

b) Punkty P, A, B leza w tej kolejnosci na prostej. Ponadto punkty P,C', D leza w tej kolejnosci
na innej prostej. Jezeli PA- PB = PC - PD to punkty A, B,C' i D leza na jednym okregu.

c) Punkty P, A, B leza w tej kolejnosci na prostej k. Punkt E nie nalezy do k oraz PA-PB = PE”.
Wtedy okrag opisany na punktach A, B, E jest styczny do £k w F.

Dowdd a) Niech okrag w opisany na AABC' przecina prosta C'P w punkcie D’ (innym niz C').
Chcemy aby D = D',

—pot (P,w) = PC - PD' = PA-PB = PC-PD = PD' = PD.
Punkty D i D’ leza po tej samej stronie P wiec D = D',

b) dowdd jest identyczny

c) odwrdcenie rozumowania z twierdzenia 1.



Zadanie

Na ptaszczyznie dany jest okrag w i dwa rézne punkty A, B lezace wewnatrz tego okregu. Znajdz
okrag styczny wewnetrznie do w przechodzacy przez A i B.

Rozwiazanie

Rysujemy dowolny okrag przechodzacy przez A, B i przecinajacy w w dwdch innych punktach C, D
i taki aby proste AB i C'D nie byly réwnolegte. Niech M bedzie punktem przeciecia prostej AB i
prostej C'D. Prowadzimy prosta styczna do w z M i niech () bedzie punktem stycznosci. Wtedy
okrag opisany na trdjkacie AB() jest poszukiwanym okregiem.



Twierdzenie 3 (o prostej potegowej)

Na ptaszczyznie dane sa dwa okregi w; o Srodku O i promieniu 1 > 0 oraz wy o Srodku Os i promieniu
ry > 0. Niech O; # O,. Wtedy zbiér punktéow P takich, ze

pot (P, w1) = pot (P, w)
jest prosta prostopadta do prostej O10.

Dowéd  Niech P bedzie punktem takim, ze pot (P,w;) = pot (P,ws). Oznaczmy przez P rzut
prostokatny P na prosta O10,. Wtedy

pot (P,w;) = PO} — r? = PO} — PP? — y? = PO3 — PP?> — 13 = PO — 1} = pot (P, w,) .
Nietrudno sprawdzié, ze na prostej 0105 jest tylko jeden punkt o powyzszej wtasnosci.

Niech teraz k bedzie prosta prostopadta do prostej 0105 przechodzaca przez P oraz niech () € k.
Wtedy rzut prostokatny () na 010, to P. Wiec

pot (Q,w1) = Q07 — 1} = QP* + PO; — r{ = QP* + PO — rj = QO3 — 15 = pot (Q,w) .
Jezeli R ¢ k to rzut R na 0,0, jest inny niz P i dlatego pot (R, wi) # pot (R, ws).
Uwaga Opisana w twierdzeniu 3 prosta nazywa sie prosta potegowa lub osia potegowa wy i wo.
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Twierdzenie 4

Punkty A, B, D ,C leza w tej kolejnosci na okregu w. Proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie P
oraz proste AD i BC' przecinaja sie w punkcie (). Wtedy

pot (P, w) 4 pot (Q,w) = PQ?*.

Dowad Niech okrag opisany na trdojkacie AC'P przecina QP w punkcie S. Wtedy punkty
Q,S,C,D leza na jednym okregu. Wiec

pot (P, w) + pot (Q,w) = PC - PD + QA-QC = PS - PQ + QS - QP = PQ*.

Uwaga Zamieniajac miejscami punkty C' i D otrzymujemy inna konfiguracje. W tej nowej sytuacji
teza twierdzenia 4 pozostaje prawdziwa. Dowdd tej uwagi jest podobny do dowodu twierdzenia 4.



Twierdzenie 5

Z punktu S lezacego na zewnatrz okregu w poprowadzono styczne SK i SL do w w punktach K i
L. Przez S poprowadzono dwie sieczne przecinajace w w punktach A,C oraz B, D. Proste AB i
C'D przecinaja sie w punkcie P oraz proste AD i BC' w punkcie R. Wtedy punkty K, L, P, R leza
na jednej proste;j.

Dowdd  Niech w; bedzie okregiem o srodku w S i promieniu SK. Z twierdzenia 4 pot (P, w) +
pot (S,w) = PS?. Stad otrzymujemy

pot (P,w) = PS* — SK* = pot (P,w).
Oznacza to, ze P lezy na prostej potegowej w i wy, czyli na prostej K L.

Podobnie dla punktu R mamy
pot (R,w) + pot (S,w) = RS* = pot (R,w) = RS* — SK? = pot (R, w,),

co oznacza, ze R lezy na prostej KL,



