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Co to jest nieskonczonosc¢?

@ Czy wiemy o czym chcemy méwic?
@ Co to miataby by¢ nieskonczono$é?

@ | czy istnieje?

Dlaczego nieskonczonos¢ przycigga uwage,
intryguje?



Arystoteles

Bytoby wskazane, azeby filozof przyrody
zbadat zagadnlenle nieskonczonosci, a
mianowicie czy istnieje, czy nie, a Jezell
istnieje, to czym jest.



Zbiory nieskonczone

@ (Czy istnieja zbiory nieskonczone?

@ Jesli tak, to czy mozna ich nieskonczonosci
poréwnywaé, czy wszystkie sg takie same, czy
bywaja rézne?

@ Czy w Swiecie fizycznym istniejg jakie$
nieskonczonosci? Czy jesli pojawiaja sie w
rachunkach fizykéw, to jest tylko wynik
niedoktadnego modelu?



Nieskonczenie mate

@ Czy istnieje cos, co uwazalibySmy za
nieskonczenie mate?

@ Czy odcinek mozna dzieli¢ na coraz mniejsze
czesci i czy tak mozna robié¢ "w
nieskonczonos¢”?

@ Co to znaczy, ze czas sktada sie z chwil?



Nieskonczone operacje

@ Czy mozna doda¢ do siebie nieskonczenie wiele
liczb?
@ Co by to miato znaczy¢ i jak to robi¢?

@ (Czy takie dodawanie ma takie same wtasnosci
jak zwykte dodawanie w arytmetyce?



Nieskonczonos$¢ potencjalna

Istniejg zbiory o dowolnie duzej liczbie elementéw,
ale zawsze skonczone.

Nie ma zbioréw nieskonczonych.

Nie ma najwigkszej liczby naturalnej, ale nie ma
sensu moéwi¢ o wszystkich naraz jako o zbiorze.



Nieskonczonos$é¢ aktualna
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Istnieja zbiory, ktére zawierajg nieskonczenie wiele
elementdw.

Mozna méwié o zbiorze liczb naturalnych w catosci,
to znaczy zawierajacym nieskonczenie wielu
elementéw.



Georg Cantor, 1845 — 1918

Odkryt Swiat nieskonczonosci.

Tworca teorii mnogosci.



Réwnolicznosé zbiordow

Dwa zbiory sa réwnoliczne, jesli mozna
potaczyé w pary elementy Jednego z
elementami drugiego.



Zbiory réwnoliczne - réwnej mocy

Zbiory sg réwnoliczne, o ile istnieje potaczenie ich
elementéw w pary takie, ze kazdy element jednego
zbioru jest dokfadnie w jednej parze z elementem
drugiego zbioru.




Réwnolicznos¢ dla zbioréw nieskonczonych

Pozornie paradoksalne konsekwencje.

1 2
2 4
Réwnoliczno$é zbioru liczb naturalnych i zbioru liczb
parzystych.



Réwnolicznos¢ dla zbioréw nieskonczonych

Pozornie paradoksalne konsekwencje.

AARNNN

Réwnolicznos¢ odcinkéw réznej dtugosci.




Réwnolicznos¢ dla zbioréw nieskonczonych

Réwnolicznos¢ poétokregu i odcinka.



Réwnolicznos¢ dla zbioréw nieskonczonych

Réwnoliczno$¢ odcinka i proste;j.



Zobaczy¢ nieskonczonosé




Zobaczy¢ nieskonczonosé inaczej




Nieskonczonos¢ jako "ilos¢” elementéw zbioru

Moc zbioru

Moc zbioru liczb naturalnych.
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Moc zbioru liczb rzeczywistych jest wieksza niz moc zbioru

liczb naturalnych

Jedli a jest ciggiem liczb rzeczywistych z przedziatu
(0,1) orazdlai=1,23, ...

a'=0,ayaya3a, . ..
sg ich rozwinieciami dziesietnymi, wtedy liczba
x =0, x1X0X3Xg . . .

gdzie
#5
=5

x; =5, jedli a

x; =6, jedli a
nie jest zadna z liczb a'.
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Metoda przekatniowa Cantora
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Kwadrat zawiera tyle samo punktéw co odcinek

BIJEKCJA

f(0,916293G495Gs - - . ) = (0,91G3G5 ... ; 0,G20aGs - .. )



Nie ma najwiekszej nieskonczonosci

Rodzina P(X) wszystkich podzbioréw zbioru X ma
wiekszg moc niz zbiér X.
Jesli
F:X— P(X)
jest dowolng funkcja, to podzbiér
A={xe X : x¢ F(x)}

nie jest wartosciag funkcji F dla zadnego argumentu
ze zbioru X.



Nie ma najwiekszej nieskonczonosci

N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))),...



Henri Poincaré

Teoria mnogos$ci Cantora to obted, z ktérego
matematyka kiedys sie wyleczy.



David Hilbert

Z rajskiego ogrodu nieskonczonosci, ktorego
wrota uchylit Cantor, nikt nie moze nas
wygnac.



Fryderyk Nietzsche

Jesli wpatrujesz sie zbyt dtugo w otchtan,
otchfan zacznie spogladaé na ciebie.



Nieskonczenie mate

Co by to miato znaczyé, ze co$ jest nieskonczenie
mate?

Czy jest co$ tak nieskonczenie matego, ze jeszcze
jest, ale dalej sie tego nie da podzieli¢, zmniejszy¢?



Sherlock Holmes

Od dawna jest dla mnie oczywiste, ze
najdrobniejsze szczegoty sg nieskonczenie
wazne.



Achilles i z6tw




Achilles i z6tw




Achilles i z6tw




Achilles i z6tw




Jeszcze daleko
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Jak to dobrze, Zze to
jeszcze tak daleko!




Jeszcze daleko
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Jak to dobrze, ze to
jeszcze tak dalekol




Jeszcze daleko
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Jak to dobrze, Ze to
jeszcze tak daleko!




Jeszcze daleko
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Strzata Zenona z Elei



Strzata Zenona z Elei



Strzata Zenona z Elei



Strzata Zenona z Elei



Czy mozna dodawaé nieskonczenie wiele liczb?

1+g+q*+ - +q¢" '+q" =

Jesdli |g| < 1i n rodnie "do nieskonczonosci”, to ta
suma jest coraz blizsza liczby

l—gq



Czy mozna dodawaé nieskonczenie wiele liczb?

Dowolny ciag liczb x1, x0, X3, X4, . . .

X1
X1 + Xo
X1+ Xo + X3

X1—|—X2—|—X3+"'+Xn

Jedli réznica S — (x1 +x2 + x5+ - - - + x,) zmierza do
zera, gdy n zmierza do nieskofnczonosci, to liczbe S
uwazamy za sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.



Jaki powinien by¢ ciag, zeby suma jego elementdw istniata?

5—(X1—|—X2-|—X3—|—'-'-|—Xn_1)—>0
S—(a+x+x3+-+x-1+x,) —0

wiec réznica wyrazeh po lewej stronie tez zmierza
do zera:

X, — 0

Jesli suma nieskonczona istnieje, to ciag wyrazéw
tej sumy musi by¢ zbiezny do zera.



Czy zbieznos¢ do zera ciagu sktadnikdéw wystarcza, zeby

suma nieskonczona istniata?



Czy zbieznos¢ do zera ciggu sktadnikdéw wystarcza, zeby
suma nieskonczona istniata?




Zbieznos¢ do zera ciggu skfadnikdw nie wystarcza, zeby

suma istniata

1+ 3
1+5+3
1+3+3+3

S|

1+3+3+5++



Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?

Jak ufozy¢ nieskonczenie dtugi most z belek nie
taczac ich w zaden sposéb, tylko uktadajac?



Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?




Czy da sie przejs¢ nad nieskonczenie szeroka przepascia?

Mozna tak siegnaé¢ dowolnie daleko.



Czy nieskonczone dodawanie jest zawsze
przemienne?

Czy nieskonczone dodawanie jest zawsze
taczne?

Czy tylko dla liczb mozna méwi¢ o
nieskonczonym dodawaniu?



Nieskonczone dodawanie funkcji bardzo sie przydaje.
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Karl Popper

Nasza wiedza moze by¢ tylko skonczona, za
to niewiedza pozostanie zawsze
nieskonczona.



O nieskonczonosci i nieskonczonym
mozna by mowié
w nieskonczonosc.



Ale to juz koniec.

Dziekuje!



