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Czym jest logika?

Logika - definicja stownikowa

Logika to system zasad dowodzenia i wnioskowania.
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Budowa i semantyka
Rachunek zdan Dowody formalne
Zgodnosc¢ i petnosé
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Budowa i semantyka
Rachunek zdan Dowody formalne
Zgodnosc¢ i petnosé

Definicja rachunku zdan

Zmienne:

A = ,Azja jest najwiekszym kontynentem."”;
B =,Bobr jest ptakiem.”;

C =,,Czosnek jest pyszny.".
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Definicja rachunku zdan

Zmienne:

A = ,Azja jest najwiekszym kontynentem."”;
B =,Bobr jest ptakiem.”;

C =,,Czosnek jest pyszny.".

Prawdziwo$¢, ani tres¢ zmiennych nie maja znaczenia!
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Definicja rachunku zdan

Zmienne:

A = ,Azja jest najwiekszym kontynentem."”;

B =,Bobr jest ptakiem.”;

C =,,Czosnek jest pyszny.".

Prawdziwo$¢, ani tres¢ zmiennych nie maja znaczenia!
Nie badamy prawdy!

Badamy jaki wptyw na prawdziwos¢ jednych zdan ma prawdziwos$¢
innych zdan.
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Budowa i semantyka
Rachunek zdan Dowody formalne
Zgodnosc¢ i petnosé

Definicja rachunku zdan

Zmienne:

A = ,Azja jest najwiekszym kontynentem."”;

B =,Bobr jest ptakiem.”;

C =,,Czosnek jest pyszny.".

Prawdziwo$¢, ani tres¢ zmiennych nie maja znaczenia!
Nie badamy prawdy!

Badamy jaki wptyw na prawdziwos¢ jednych zdan ma prawdziwos$¢
innych zdan.

Zmienne s3 cegietkami, z ktérych bedziemy budowaé zdania
rachunku zdan.
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Zgodnosc¢ i petnosé

Definicja rachunku zdan

Definicja (nieformalna)

Jezyk rachunku zdan zawiera stowa ,nie”, ,i", ,lub”, ,wynika"
oraz ,wtedy i tylko wtedy, gdy”. Bedziemy stosowaé symbole

N\, V, —,

Uwaga

Ttumaczenie z naturalnego jezyka do jezyka logiki nie jest
doktadne!.

Tomasz Brengos i Pawet Naroski W krainie wielu logik



Budowa i semantyka
Rachunek zdan Dowody formalne
Zgodnosc¢ i petnosé

Definicja rachunku zdan

Definicja (nieformalna)

Jezyk rachunku zdan zawiera stowa ,nie”, ,i", ,lub”, ,wynika"
oraz ,wtedy i tylko wtedy, gdy”. Bedziemy stosowaé symbole

N\, V, —,

Uwaga

Ttumaczenie z naturalnego jezyka do jezyka logiki nie jest
doktadne!.

W jezyku logiki A A B znaczy to samo co B A A. W jezyku
naturalnym czesto mozna zamienia¢ kolejnos¢ fraz potaczonych
spdjnikiem ,,i", ale nie zawsze.
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Definicja rachunku zdan

Definicja (nieformalna)

Jezyk rachunku zdan zawiera stowa ,nie”, ,i", ,lub”, ,wynika"
oraz ,wtedy i tylko wtedy, gdy”. Bedziemy stosowaé symbole

N\, V, —,

Uwaga
Ttumaczenie z naturalnego jezyka do jezyka logiki nie jest
doktadne!.

W jezyku logiki A A B znaczy to samo co B A A. W jezyku
naturalnym czesto mozna zamienia¢ kolejnos¢ fraz potaczonych
spdjnikiem ,,i", ale nie zawsze.

Ania oszalata i zaczeta uczy¢ sie logiki.
Ania zaczeta uczyd sie logiki i oszalata.
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Definicja rachunku zdan

Definicja jezyka
Jezyk rachunku zdan sktada sie ze zbioru X = {xy,x2,...}
zmiennych. Ponadto,

@ jesli F jest formuta jezyka RZ, to —F jest formuta RZ,

@ jesli F, G sg formutami jezyka RZ, to FV G, FA G, F — G,
F < G s3 formutami RZ.
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Definicja rachunku zdan

Definicja jezyka
Jezyk rachunku zdan sktada sie ze zbioru X = {xy,x2,...}
zmiennych. Ponadto,

@ jesli F jest formuta jezyka RZ, to —F jest formuta RZ,
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Przyktad
X1 X2 X9
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Definicja rachunku zdan

Definicja jezyka
Jezyk rachunku zdan sktada sie ze zbioru X = {xy,x2,...}
zmiennych. Ponadto,

@ jesli F jest formuta jezyka RZ, to —F jest formuta RZ,

@ jesli F, G sg formutami jezyka RZ, to FV G, FA G, F — G,
F < G s3 formutami RZ.

Przyktad
X1 X2 X9
X1 Xg V X
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Definicja rachunku zdan

Definicja jezyka
Jezyk rachunku zdan sktada sie ze zbioru X = {xy,x2,...}
zmiennych. Ponadto,

@ jesli F jest formuta jezyka RZ, to —F jest formuta RZ,

@ jesli F, G sg formutami jezyka RZ, to FV G, FA G, F — G,
F < G s3 formutami RZ.

Przyktad
X1 X2 X9
X1 Xg V X

X — (Xg V X2)
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Definicja rachunku zdan

Definicja jezyka
Jezyk rachunku zdan sktada sie ze zbioru X = {xy,x2,...}
zmiennych. Ponadto,
@ jesli F jest formuta jezyka RZ, to —F jest formuta RZ,
@ jesli F, G sg formutami jezyka RZ, to FV G, FA G, F — G,
F < G s3 formutami RZ.

Przyktad
X1 X2 X9
X1 Xg V X

X — (Xg V X2)
Xp > [—|X1 — (Xg V Xz)]
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Semantyka RZ, czyli jak interpretowac formuty
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Semantyka RZ, czyli jak interpretowac formuty
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Semantyka RZ, czyli jak interpretowac formuty
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Semantyka RZ, czyli jak interpretowac formuty

F
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Semantyka RZ, czyli jak interpretowac formuty
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Test wyboru Wasona

Dane s3 cztery karty. Kazda ma na jednej stronie napisang liczbe, a
na drugiej litere. Dana jest tez pewna formuta W gtoszaca o
danych kartach.

Tomasz Brengos i Pawet Naroski W krainie wielu logik



Budowa i semantyka
Rachunek zdan Dowody formalne
Zgodnosc¢ i petnosé

Test wyboru Wasona

Dane s3 cztery karty. Kazda ma na jednej stronie napisang liczbe, a
na drugiej litere. Dana jest tez pewna formuta W gtoszaca o
danych kartach.

Pytanie: Ktére karty trzeba odwrécié, aby stwierdzi¢ czy formuta
W jest prawdziwa?
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Test wyboru Wasona

Dane s3 cztery karty. Kazda ma na jednej stronie napisang liczbe, a
na drugiej litere. Dana jest tez pewna formuta W gtoszaca o
danych kartach.

Pytanie: Ktére karty trzeba odwrécié, aby stwierdzi¢ czy formuta
W jest prawdziwa?

Formuta W

Jedli karta ma samogtoske na jednej stronie, to ma liczbe parzysta
na drugiej stronie.
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[E[K[4]7]
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Test wyboru Wasona

Dane s3 cztery karty. Kazda ma na jednej stronie napisang liczbe, a
na drugiej litere. Dana jest tez pewna formuta W gtoszaca o
danych kartach.

Pytanie: Ktére karty trzeba odwrécié, aby stwierdzi¢ czy formuta
W jest prawdziwa?

Formuta W

Jedli karta ma samogtoske na jednej stronie, to ma liczbe parzysta
na drugiej stronie.

[E[K[4]7]

Odpowiedz: E i 7.
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Semantyka RZ, czyli jak interpretowac formuty

G

-
1
1
0
1

Formuta W

Jesli karta ma samogtoske na jednej stronie, to ma liczbe parzysta
na drugiej stronie.

F =,Na karcie jest samogtoska.”

G =, Na karcie jest liczba parzysta.”

[E[K[4]7]
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Semantyka RZ, czyli jak interpretowac formuty

F
0
0
1
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Definicja
Formute F rachunku zdan nazywamy tautologia, jesli dla kazdego
podstawienia 0 i 1 za zmienne, formuta jest prawdziwa.

Przyktad:

XV —x
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Prawa de Morgana

(x Ay) < (mx Vy)
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Prawa de Morgana

—\(0 A 0) — (—\0 V —|O)
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Prawa de Morgana

—\(0 A 0) — (ﬁO V —|O)
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Prawa de Morgana

~(0A0) < (1V—0)
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Prawa de Morgana

(0 A0) < (1V —0)
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Prawa de Morgana

=(0A0)« (1V1)
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Tautologie, czyli formuty prawdziwe

Prawa de Morgana

—(0A1) < (1Vv-1)
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Rozdzielno$¢ alternatywy wzgledem koniunkgji

xVyAz)] =[x Vy)AlxVz)]

Rozdzielno$¢ koniunkcji wzgledem alternatywy
XA (y V)] = [(xAy)VixAz)

Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania:

x-(y+2z)=(Kx-y)+(x-2)

Rozdzielnos¢ dodawania wzgledem mnozenia??7?:

x+(y-2)?(x+y) (x+2)
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Konsekwencje

Jedli formuta F prawdziwa jest dla kazdego podstawienia 0 i 1 za
zmienne, to bedziemy méwié, ze F jest tautologia i zapisujemy to

0k F.
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Konsekwencje

Jedli formuta F prawdziwa jest dla kazdego podstawienia 0 i 1 za
zmienne, to bedziemy méwié, ze F jest tautologia i zapisujemy to

0k F.

Oznaczmy przes S zbiér podstawien, przy ktérych dana formuta G
jest prawdziwa.

Jesli formuta F prawdziwa jest dla kazdego podstawienia ze zbioru
S, to bedziemy méwié, ze F jest konsekwencja formuty G i
zapisujemy to {G} |= F.
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Konsekwencje

Niech F bedzie zbiorem formut, a S zbiorem podstawien, przy
ktérych kazda formuta ze zbioru F jest prawdziwa.

Jedli formuta F prawdziwa jest dla kazdego podstawienia ze zbioru
S, to bedziemy méwié, ze F jest konsekwencjg zbioru formut F i
zapisujemy to F |= F.
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Konsekwencje

Niech F bedzie zbiorem formut, a S zbiorem podstawien, przy
ktérych kazda formuta ze zbioru F jest prawdziwa.

Jedli formuta F prawdziwa jest dla kazdego podstawienia ze zbioru
S, to bedziemy méwié, ze F jest konsekwencjg zbioru formut F i

zapisujemy to F |= F.

Méwi sie nieraz, ze F pociagga za soba F.
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Na przyktad

0= -(xAy) e (=xVy)
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Na przyktad

0= -(xAy) e (=xVy)

IEXAy V= [(xAy)V(xAZ)]
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Troche trudniejszy przyktad

Pokazemy, ze {x,x — y} E y.
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Troche trudniejszy przyktad

Pokazemy, ze {x,x — y} = y. Elementy zbioru formut {x,x — y}
sg prawdziwe, jesli x =1 oraz x — y = L.
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Troche trudniejszy przyktad

Pokazemy, ze {x,x — y} = y. Elementy zbioru formut {x,x — y}
sg prawdziwe, jedli x =1orazx - y =1. Formuta x - y =1
wtedy i tylko wtedy, gdy x =0,y =0, x =1,y = 1 oraz
x=0,y=1.
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Troche trudniejszy przyktad

Pokazemy, ze {x,x — y} = y. Elementy zbioru formut {x,x — y}
sg prawdziwe, jedli x =1orazx - y =1. Formuta x - y =1
wtedy i tylko wtedy, gdy x =0,y =0, x =1,y = 1 oraz

x =0,y = 1. Poniewaz x = 1 zostaje nam x =1,y = 1. Wiec
zbiorem podstawien dla ktérych zachodzi prawdziwosé kazdej z
formut z {x,x — y} jest zbidr

S={x=1y=1}
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System dowodzenia i poprawnos¢

Czym powinien by¢ system dowodzenia?

Celem formalnego systemu dowodzenia jest uczyni¢ proces
mys$lowy nieomylnym. Najlepiej bytoby, gdybySmy catkowicie
zastapili proces myslowy systemem dowodzenia.

Niech F bedzie zbiorem formut i niech G bedzie formuta logiki.
Jesli G mozna wyprowadzié¢ za pomoca systemu dowodzenia z F,
to oznaczamy to przez F F G.
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Zasady wnioskowania RZ

Przestanka Whiosek Nazwa zasady
GeF FEG zatozenie
FFGiFCF F'FG monotonicznoéé
FEG FF--G podwdjna negacja
FFG,Ft G FF (G AG) A-wprowadzenie
FE(GAG) Fk G, FrF G A-eliminacja
FE (Gl A Gz) FE (G2 AN Gl) A-symetria
FFG FH(GV G) V-wprowadzenie
FH(GV Gy),
FU{G}FH,FU{G}FH FrH V — eliminacja
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Zasady wnioskowania RZ

Przestanka Whiosek Nazwa zasady
FH(GV Gy) FH(GV Gy) V-symetria
FU{F}FG FE(F—G) —-wprowadzenie

FH(F—G),FFF FEG —-eliminacja
FEF FF(F) ()-wprowadzenie
FE(F) FEF ()-eliminacja

FH(FVG)VH FEFV(GVH) V-nawiasowanie
FF(FAG)ANH FEFA(GAH) A-nawiasowanie

W krainie wielu logik
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Zasady wnioskowania RZ: jeszcze tylko trzy...

Zasada Nazwa zasady
FE(FVG)wtw FF =(=FA-G) V — definicja
FrH(F— G)wtw FF(=-FVG) — — definicja

FE(FeG)wiwFEH(F—G)iFF(G— F) <« — definicja
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Formalny dowdd

Formalny dowdd

Formalnym dowodem w RZ nazywamy skonczony ciag wyrazen

X Y (X jest zbiorem formut, a Y jest formuta), w ktérym kazde
wyrazenie mozna wyprowadzi¢ z poprzedzajacych je wyrazen
uzywajac powyzszych regut. Méwimy, ze G wyprowadzamy z F
jesli istnieje formalny dowdd, ktérego ostatnim wyrazem jest
wyrazenie F F G.
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Przyktady

Wreszcie nalezatoby co$ udowodnié...

Zasada tautologii

Przestanka: @
Whiosek: F F (G V —G)

Dowéd:
Q@ FU{G}F G (zatozenie)
@ FF+ G — G (—-wprowadzenie w (1)),
Q@ F (=G V G) (—-definicja w (2))
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Przyktady

Zasada sprzecznosci

Przestanka: F F (G A —=G)
Whiosek: F - H

Dowdéd:
Q FH(GA-G),
Q@ F+ -G,
Q@ F+(=GVH)
Q F+H(G—H)
Q@ FrG,
Q@ F+ H (—-eliminacja (5)+(4)).
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System dowodzenia

Zgodnos¢ logiki

Logike nazywamy zgodng jedli kazda formuta G, ktéra daje sie
wyprowadzi¢ za pomoca formalnego systemu dowodzenia ze zbioru
formut F jest konsekwencja zbioru F.

Zgodnos¢ logiki w jednej linijce

Logike nazywamy zgodng jesli spetnia F = G, to F = G.
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Zgodnos¢ RZ

Czy logika RZ wraz z jej zasadami wnioskowania jest zgodna?
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Zgodnos¢ RZ

Czy logika RZ wraz z jej zasadami wnioskowania jest zgodna?

Fakt
Tak! Logika RZ jest zgodna.

Dowdd (jego szkic): musimy pokazaé, ze kazda z regut
wnioskowania przedstawionych kilka slajdéw temu jest zgodna.
Zademonstrujemy na przyktadzie A-eliminacji. Reguta ta méwi, ze
jesli F = (F A G), to FE F. Musimy wiec pokazaé, ze jesli
FE(FAG), toF = F, czyli, ze (F A G) pociaga F.
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Petnos¢ logiki

Petnos¢ logiki jest odwrotnoscia zgodnosci.

Petnos¢
Logike nazywamy pefna, jesli

FEG = FFrG.

Innymi stowy wszystko co jest prawdziwe, da sie udowodni¢ i na
odwroét.

Twierdzenie

Logika rachunku zdan jest zgodna i petna, tj.

FEG < FFG.
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Logika pierwszego rzedu

Logika pierwszego rzedu ma jezyk bogatszy niz rachunek zdan. Tak
jak w RZ zawiera symbole V, A, =, —, <> oraz dodatkowe symbole
3 ("istnieje”) i V ("dla wszystkich™) wraz z réznymi symbolami
reprezentujacymi zmienne, state, funkcje i relacje.

Przyktad zdania

Ixvy, x < £(y)
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Logika wielowartosciowa

Oprécz klasycznych 0 (fatszu) i 1 (prawdy) dopuszcza sie inne
wartosci logiczne. Najbardziej znang jest logika tréjwartosciowa
{0,1, 7}, gdzie trzeci symbol ? moze by¢ rozumiany jako " nie

wiem'" .
X | =x
01
7 ?
110
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Logika tréjwartosciowa cd

X y‘x\/y‘x/\y

= N O = VO = VO
===y O OO

[l e el e N L e N =)
= N0 N VO OO0 O
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Logika tréjwartosciowa cd

W literaturze rozwaza sie dwie rézne definicje tabelek implikacji.
Tabelka po lewej odpowiada tréjwartosciowej logice Kleenego
(K3). Ta poprawej natomiast to implikacja w tréjwartosciowej
logice tukasiewicza (t3).

X—>KyHO‘?‘1 x—>LyHO‘?‘1
0 11111 0 11111
? 71701 ? 71111

0|71 0|71

Mamy x —k ¥y = —x V y.
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Logika modalna

Logika modalna rozszerza logike rachunku zdan o tzw. modalnosci
Oio.
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Logika modalna

Logika modalna rozszerza logike rachunku zdan o tzw. modalnosci
Oio.

Definicja jezyka logiki modalne;j
Jezyk rachunku zdan sktada sie ze zbioru {p1, p2, ...} zmiennych.

@ | jest formuta jezyka LM (zdanie L jest rozumiany jako
zdanie nieprawdziwe),

@ jesli ¢ jest formuta jezyka LM, to —¢ jest formuta LM,

@ jesli ¢, sa formutami jezyka LM, to ¢ V ¢, ¢ A, ¢ — 1,
¢ < 1 sa formutami LM,

@ jesli ¢ jest formuta to O¢ oraz ©¢ s formutamy LM.

v
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Rozumienie modalnosci

@ modalno$¢ O czytamy zazwyczaj " koniecznie”
@ modalnos¢ ¢ czytamy zazwyczaj " przypuszczalnie”

W klasycznej logice modalnej (oczywiscie s3 tez nieklasyczne jej
wersje) mamy

0@ > =O=¢ oraz O¢ < = 6 .

Przyktad z jezyka méwionego

Przypuszczalnie jutro bedzie padat deszcz wtw niekoniecznie nie
bedzie padat deszcz.

Jutro koniecznie (na pewno) bedzie padat deszcz wtw nie jest
prawda, ze przypuszczalnie nie bedzie padat deszcz.
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Semantyka logiki modalnej: jak interpretujemy formuty?

Sama informacja o prawdziwoséci jak w przypadku RZ nie
wystarczy. Zatézmy, ze ¢ jest prawdziwe. Czy prawdziwe jest wtedy
O¢ oraz o¢?
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Semantyka logiki modalnej: jak interpretujemy formuty?

dzi$ / w \
jutro pada deszcz $wieci stonce
w = ¢ jutro pada deszcz.
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Semantyka logiki modalnej: jak interpretujemy formuty?

jutro pada deszcz $wieci stonce

w = ¢ jutro pada deszcz.

T

pada deszcz jest straszna burza z deszczem

w = O jutro pada deszcz.
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