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KROTKIE WPROWADZENIE
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Definicje i oznaczenia
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Definicje i oznaczenia

0l=1
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Definicje i oznaczenia

nl=1-2-3....-n
ol=1

Symbolem (}) bedziemy oznacza¢ liczbe k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego.
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Definicje i oznaczenia

nl=1-2-3....-n
ol=1

Symbolem (Z) bedziemy oznaczaé liczbe k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego.

Np. wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru {1,2,3,4} to
{1.2}, {1,3}, {14}, {2.3}, {24}, {34}, wiec (3) = 6.
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Definicje i oznaczenia

nl=1-2-3....-n
ol=1

Symbolem (}) bedziemy oznacza¢ liczbe k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego.

n n!
(k) ~ ki(n—k)!
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Definicje i oznaczenia

nl=1-2-3....-n
ol=1

Symbolem (}) bedziemy oznacza¢ liczbe k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego.

n n!
(k) ~ ki(n—k)!

a+...+ap= Z Ak

1<k<n
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Definicje i oznaczenia

|A] - liczba elementéw zbioru A
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Definicje i oznaczenia

|A] - liczba elementéw zbioru A

AUB={x:xecAlubxe B}
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Definicje i oznaczenia

|A] - liczba elementéw zbioru A

AUB={x:xecAlubxe B}

AU B - suma zbioréw A i B, czyli zbiér tych elementéw, ktére
naleza do jednego lub drugiego z nich
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Definicje i oznaczenia

|A] - liczba elementéw zbioru A

AUB={x:xecAlubxe B}

AU B - suma zbioréw A i B, czyli zbiér tych elementéw, ktére
naleza do jednego lub drugiego z nich

{1,2} U{2,3} ={1,2,3}
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Definicje i oznaczenia

|A] - liczba elementéw zbioru A

AUB={x:xecAlubxe B}

AU B - suma zbioréw A i B, czyli zbiér tych elementéw, ktére
naleza do jednego lub drugiego z nich

ANB={x:xeAixeB}
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Definicje i oznaczenia

|A] - liczba elementéw zbioru A

AUB={x:xecAlubxe B}

AU B - suma zbioréw A i B, czyli zbiér tych elementéw, ktére
naleza do jednego lub drugiego z nich

ANB={x:xeAixeB}

AN B - czgd¢ wspdlna zbiorédw A i B, czyli zbidr tych elementdw,
ktére nalezg zaréwno do jednego jak i drugiego z nich
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Definicje i oznaczenia

|A] - liczba elementéw zbioru A

AUB={x:xecAlubxe B}

AU B - suma zbioréw A i B, czyli zbiér tych elementéw, ktére
naleza do jednego lub drugiego z nich

ANB={x:xeAixeB}

AN B - czed¢ wspdlna zbiorédw A i B, czyli zbidr tych elementdw,
ktére nalezg zaréwno do jednego jak i drugiego z nich

{1,2} n{2,3} = {2}
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Definicje i oznaczenia

| x| to tzw. podfoga z liczby x, czyli jej zaokraglenie ,w dét”
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Definicje i oznaczenia

| x| to tzw. podfoga z liczby x, czyli jej zaokraglenie ,w dét”

[x] to tzw. sufit z liczby x, czyli jej zaokraglenie ,w gbre”
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Definicje i oznaczenia

|x] to tzw. podtoga z liczby x, czyli jej zaokraglenie ,w dét”

[x] to tzw. sufit z liczby x, czyli jej zaokraglenie ,w gbre”

257] =2  |x]=3 [12] =12

2571=3 [r]=4 [12] =12
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ZASADA WtACZEN | WYLACZEN
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W pewnym koszu znajduje sie 5 réz oraz 3 tulipany.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W pewnym koszu znajduje sie 5 réz oraz 3 tulipany.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?

5 r6z 4 3 tulipany = 8 kwiatéw
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W pewnym koszu znajduje sie 5 réz oraz 3 tulipany.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?

5 réz + 3 tulipany = 8 kwiatéw

W innym koszu znajduje sie 5 réz oraz 3 czerwone kwiaty.
Ile kwiatéw znajduje sie w tym koszu?
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W pewnym koszu znajduje sie 5 réz oraz 3 tulipany.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?

5 réz + 3 tulipany = 8 kwiatéw

W innym koszu znajduje sie 5 réz oraz 3 czerwone kwiaty.
Ile kwiatéw znajduje sie w tym koszu?

Nie wiadomo!
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W innym koszu znajduje sie 5 r6z oraz 3 czerwone kwiaty.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W innym koszu znajduje sie 5 r6z oraz 3 czerwone kwiaty.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?

o Trzy rbéze sg czerwone, a dwie zbtte.

2 z6tte réze + 3 czerwone réze + 0 czerwonych tulipanéw =
5 kwiatow
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W innym koszu znajduje sie 5 r6z oraz 3 czerwone kwiaty.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?

o Trzy rbéze sg czerwone, a dwie zbtte.

2 z6tte réze + 3 czerwone réze + 0 czerwonych tulipanéw =
5 kwiatow

o Wszystkie réze sg z6tte.

5 z6ttych r6z + 0 czerwonych r6z 4 3 czerwone tulipany =
8 kwiatow
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lle elementéw ma suma zbioréw?

W innym koszu znajduje sie 5 r6z oraz 3 czerwone kwiaty.
lle kwiatéw znajduje sie w tym koszu?

o Trzy rbéze sg czerwone, a dwie zbtte.

2 z6tte réze + 3 czerwone réze + 0 czerwonych tulipanéw =
5 kwiatow

o Wszystkie réze sg z6tte.

5 z6ttych r6z + 0 czerwonych r6z 4 3 czerwone tulipany =
8 kwiatow

o Jedna réza jest czerwona, a cztery zétte.

4 z6tte réze + 1 czerwona réza + 2 czerwone tulipany =
7 kwiatéw
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Przypadek dwoch zbioréw.

Czy da sie podac jakikolwiek wzér na liczno$¢ sumy dwéch
zbioréw?
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Przypadek dwoch zbioréw.

Czy da sie podac jakikolwiek wzér na liczno$¢ sumy dwéch
zbioréw?

|JAUB| = |A|+ |B| — |AN B|
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Przypadek dwoch zbioréw.

Czy da sie poda¢ jakikolwiek wzér na liczno$¢ sumy dwdéch
zbioréw?

|JAUB| = |A|+ |B] —|AN B|
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Przypadek dwoch zbioréw.

Czy da sie poda¢ jakikolwiek wzér na liczno$¢ sumy dwdéch
zbioréw?

|JAUB| = |Al+ |B] —|AN B|
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Przypadek dwoch zbioréw.

Czy da sie poda¢ jakikolwiek wzér na liczno$¢ sumy dwdéch
zbioréw?

|JAUB| = |A|+ |B] —|AN B|
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Przypadek dwoch zbioréw.

Czy da sie poda¢ jakikolwiek wzér na liczno$¢ sumy dwdéch
zbioréw?

|AUB| = |A| +|B| = |[AN B|
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Przypadek trzech zbioréw

|JAUBUC| = |A|+|B]+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|]AnBNC|
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Przypadek trzech zbioréw

|JAUBUC| = |A|+|B]+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|]ANnBNC|

C
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Przypadek trzech zbioréw

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|]AnBNC|

C
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Przypadek trzech zbioréw

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|]ANnBNC|

C
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Przypadek trzech zbioréw

|JAUBUC| = |A|+|B]+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|]ANnBNC|

C
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Przypadek trzech zbioréw

|[AUBUC| = |A|+|B]+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|]ANnBNC|

C
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Przypadek trzech zbioréw

|JAUBUC| = |A|+|B]+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|]AnBNC|

C
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Przypadek trzech zbioréw

IAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC]|

C
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| tak dalej...

JAUBUCUD| =

= [Al+[B| +[C| + D]~
—|ANB|—|ANnC|—|ANnD|—|BNnC|—|BND|—|CND|+

+HANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|-

—|JANBNCND
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| tak dalej...

JAUBUCUD| =

= (IAl+ B[ +[Cl+D[)—
—(JANB|+|ANC|+|AND|+|BNC|+[BND|+|CND|)+

+(|ANnBNC|+|AnBND|+|ANCND|+|BNCND|)—

—|JAnNBNCND
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| tak dalej...

|A1UA2UA3UA4|:

= (|A1] + [A2] + |As| + |As])—-

—(|A1NA2|+]|A1NA3[+[A1NAg[+[A2NAs|+[A2NAg|+|A3N A4 )+

+(|A1ﬂA2ﬁA3| + |A1ﬂA2ﬁA4| + |A1ﬂA3ﬁA4| + |A2ﬂA3ﬁA4|)—

—|A1 N AN As ﬂA4|
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| tak dalej...

S = AL+ Ao+ As] + Al = Y A

1<ih<4
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| tak dalej...

W = AL+ Ao+ |As] + Al = Y A

1<ih<4

S = | A NAg |+ A1NAs|+| A1 N Ag| +| AN As |+ AaNAg |+ AsN Ay | =

= Z |Af1 N Afz‘

1<h<h<4
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| tak dalej...

W = AL+ Ao+ |As] + Al = Y A

1<ih<4

S = | A NAg |+ A1NAs|+| A1 N Ag| +| AN As |+ AaNAg |+ AsN Ay | =

= Z |Af1 N Afz‘

1<h<h<4

= |A1ﬂA2ﬂA3|+|A1ﬂA2ﬂA4|+|A1ﬁA3ﬁA4|+|A2ﬂA3ﬂA4| =

= Z |A,'1 ﬁA,‘z ﬁA,'3|

1< <hb<iz<4
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| tak dalej...

W = AL+ Ao+ |As] + Al = Y A

1<ih<4

S$ = | AL Ag |+ A1 As| ]| AL NAg |+ | AN As |+ Ay Ag | +| AsNAg| =
= Z |Af1 N Afz‘
1<h<h<4
:|A1ﬂA2ﬂAﬂ%ﬂAlﬂAzﬂAﬂ%ﬂAlﬁA3ﬁAﬂ%ﬂA2ﬂA3ﬂA4|:
= Z |Ai1 N Afz N Ai3|
1<ihi<ih<iz<4

4
55)2|A10A2QA30A4|: Z |A,‘1ﬂA,'20A,'3ﬂA,'4‘
1<h<ib<iz<ig<4
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| tak dalej...

|A1UA2UA3UA4|:

= (|A1] + |A2| + |As| + |Ag])—

—(‘Al ﬂA2|—|—|AlﬂA3‘—|—‘A1 ﬂA4‘—|—‘A2ﬂA3|—|—|A2 ﬂA4|—|—|A30A4‘)—|—

—I—(‘AlﬂAgﬂAg,‘ + ‘AlﬂAgﬂA4‘ + ‘A1QA3QA4‘ + ‘A2ﬂA3ﬂA4D—

—|A1 N AN A3 ﬂA4|
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| tak dalej...

|A1UA2UA3UA4|:

(4) _
1

—(‘Al ﬂA2|—|—|AlﬂA3‘—|—‘A1 ﬂA4‘—|—‘A2ﬂA3|—|—|A2 ﬂA4|—|—|A30A4‘)—|—

—I—(‘AlﬂAgﬂAg,‘ + ‘AlﬂAgﬂA4‘ + ‘A1QA3QA4‘ + ‘A2ﬂA3ﬂA4D—

—|A1 N AN A3 ﬂA4|
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| tak dalej...

|A1UA2UA3UA4| =
= s _

—s{

+(|A1ﬂA2ﬁA3| + |A1ﬂA2ﬁA4| + |A1ﬂA3ﬁA4| + |A2ﬂA3ﬁA4|)—

—|A1 N AN A3 ﬂA4|
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| tak dalej...

|ATUA UA3 U Ay =
= s®_
~sM+
+550 -

—|A1 NA;N A3 ﬂA4|
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| tak dalej...

|A1UA2UA3UA4|:

_ @
-1

—s{4
+5{M—

_ 5£4)
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| tak dalej...

A1 U Ay U AsU Ay = SI — (8 4 5(0) _ ()
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| tak dalej...

JALU A UA3UAy| = S — {9 4 5{0 sl — 5™ (—p)ksist®

1<k<4
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| tak dalej...

[ALUA UAsUA,| = S — sV 1689 {9 = 3™ (—1)ktisl

1<k<4

|A1U...UA,7|:?
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| tak dalej...

[ALUA UAsUA,| = SO — sV 1689 {9 = 3~ (—1)ktisl

1<k<4

|A1U...UA,7|:?

S= 3 AN N A

1<i<...<ix<n
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| tak dalej...

JALUA UA3UAy| = SO — {9 4 5§ sl — §~ (—p)keist®

1<k<4

ALU. UA = 3 (~1)k+ist

1<k<n

S = 3 AN N A

1<i<...<ix<n
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Zastosowanie - problem roztargnionej sekretarki

Sekretarka wktada n listébw do n zaadresowanych juz kopert.
Poniewaz jest roztargniona robi to zupetnie losowo.
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Zastosowanie - problem roztargnionej sekretarki

Sekretarka wktada n listébw do n zaadresowanych juz kopert.
Poniewaz jest roztargniona robi to zupetnie losowo.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zaden z adresatdéw nie dostanie
wiasciwego listu?
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Rozwiazanie

Q - zbiér wszystkich mozliwych rozmieszczen listéw w kopertach
(zbiér wszystkich zdarzen elementarnych)
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Rozwiazanie

Q - zbiér wszystkich mozliwych rozmieszczen listéw w kopertach
(zbiér wszystkich zdarzen elementarnych)

A - zbidr tych rozmieszczen, przy ktoérych zaden z adresatéw nie
dostaje wtasciwego listu

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Rozwiazanie

Q - zbiér wszystkich mozliwych rozmieszczen listéw w kopertach
(zbiér wszystkich zdarzen elementarnych)

A - zbidr tych rozmieszczen, przy ktoérych zaden z adresatéw nie
dostaje wtasciwego listu

_ A

PA =19
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Rozwiazanie

Q - zbiér wszystkich mozliwych rozmieszczen listéw w kopertach
(zbiér wszystkich zdarzen elementarnych)

A - zbidr tych rozmieszczen, przy ktoérych zaden z adresatéw nie
dostaje wtasciwego listu

_A_ Al

P(4) = 1Q  n!
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Rozwiazanie

A; - zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych i-ty adresat dostaje
wiasciwy list
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Rozwiazanie

A; - zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych i-ty adresat dostaje
wiasciwy list

A1 U...UA, - zbidr tych rozmieszczen, przy ktorych przynajmniej
jeden adresat dostaje wtasciwy list
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Rozwiazanie

A; - zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych i-ty adresat dostaje
wiasciwy list

A1 U...UA, - zbidr tych rozmieszczen, przy ktorych przynajmniej
jeden adresat dostaje wtasciwy list

Al =92 = |[A1U...UA, =nl — [A;U...UA,|
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Rozwiazanie

A; - zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych i-ty adresat dostaje
wiasciwy list

A1 U...UA, - zbidr tych rozmieszczen, przy ktorych przynajmniej
jeden adresat dostaje wtasciwy list

Al =92 = |[A1U...UA, =nl — [A;U...UA,|

Bedziemy znajdowa¢ licznosci czesci wspdlnych réznych zbioréw
A,i=1...,n
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Rozwigzanie

A; - zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych i-ty adresat dostaje
wiasciwy list

A1 U...UA, - zbidr tych rozmieszczen, przy ktorych przynajmniej
jeden adresat dostaje wtasciwy list

Al =92 = |[A1U...UA, =nl — [A;U...UA,|
Bedziemy znajdowa¢ licznosci czesci wspdlnych réznych zbioréw
A, i=1...,n

Taka czes¢ wspdlna to zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych listy o
takich numerach, jakie maja rozwazane zbiory, trafiaja do swoich
kopert.
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Rozwigzanie

A; - zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych i-ty adresat dostaje
wiasciwy list

A1 U...UA, - zbidr tych rozmieszczen, przy ktorych przynajmniej
jeden adresat dostaje wtasciwy list

Al =92 = |[A1U...UA, =nl — [A;U...UA,|

Bedziemy znajdowa¢ licznosci czesci wspdlnych réznych zbioréw
A,i=1...,n

Taka czes¢ wspdlna to zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych listy o
takich numerach, jakie maja rozwazane zbiory, trafiaja do swoich
kopert.

Np. A> N A5 N A7 to zbidr tych rozmieszczen, przy ktérych listy 2,
5 i 17 trafity do odpowiedniej koperty.
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Rozwiazanie

|A1| = (n—1)!
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Rozwiazanie

|A1| = (n—1)!

Gdyz pierwszy list trafia do swojej koperty, zaklejamy ja, chowamy
pod biurko i patrzymy na ile sposobéw mozemy rozmiesci¢
pozostate n — 1 listbw w n — 1 pozostatych kopertach.
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Rozwiazanie

|A1| = (n—1)!

Gdyz pierwszy list trafia do swojej koperty, zaklejamy ja, chowamy
pod biurko i patrzymy na ile sposobéw mozemy rozmiesci¢
pozostate n — 1 listbw w n — 1 pozostatych kopertach.

|Aa| = (n —1)!
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Rozwiazanie

|A1| = (n—1)!

Gdyz pierwszy list trafia do swojej koperty, zaklejamy ja, chowamy
pod biurko i patrzymy na ile sposobéw mozemy rozmiesci¢
pozostate n — 1 listbw w n — 1 pozostatych kopertach.

|Aa| = (n —1)!

Ar| = |As] = |As| = ... = |A| = (n — 1)!
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Rozwiazanie

|A1 ﬂA2| = (n — 2)'
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Rozwiazanie

|A1 ﬂA2| = (n — 2)'

Bo pierwszy i drugi list trafiajag do swoich kopert, zaklejamy je,
chowamy pod biurko i patrzymy na ile sposobéw mozemy
rozmiesci¢ pozostate n — 2 listbw w n — 2 pozostatych kopertach.
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Rozwiazanie

|A1 ﬂA2| = (n — 2)'

Bo pierwszy i drugi list trafiajag do swoich kopert, zaklejamy je,
chowamy pod biurko i patrzymy na ile sposobéw mozemy
rozmiesci¢ pozostate n — 2 listbw w n — 2 pozostatych kopertach.

Wynik znowu nie zalezy od wyboru zbioréw!
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Rozwiazanie

|A1 N A2| = (n — 2)'
Bo pierwszy i drugi list trafiajag do swoich kopert, zaklejamy je,
chowamy pod biurko i patrzymy na ile sposobéw mozemy
rozmiesci¢ pozostate n — 2 listbw w n — 2 pozostatych kopertach.
Wynik znowu nie zalezy od wyboru zbioréw!

Niech 1 < i < b < n.

|A,‘1 ﬂA,'2| = (n — 2)!
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Rozwiazanie

Ogdlnie czesé¢ wspdlna k zbioréw bedzie miata...
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Rozwiazanie

Ogdlnie czesé¢ wspdlna k zbioréw bedzie miata...

(n— k)!

elementéw.
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Rozwiazanie

Ogdlnie czesé¢ wspdlna k zbioréw bedzie miata...

(n— k)!

elementéw.

‘A,’lﬂ...ﬂA,‘k|:(n—k)!

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Rozwiazanie

Aby skorzystac z zasady witaczen i wytaczen musimy obliczyé
wartosci S,E") dla k =1,...,n. Przykfadowo zrobimy to dla kK = 2.
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Rozwiazanie

Aby skorzystac z zasady witaczen i wytaczen musimy obliczyé
wartosci S dla k = 1,..., n. Przykfadowo zrobimy to dla k = 2.

Sén) = Z |Af1 a Ai2| =
1<ii<ir<n
= ‘AlﬂA2‘+...+|A1ﬂAnH—

—|—|A20A3|+...—|—|A20An|+...+

+|An—2 N An—l‘ + |An—2 N An‘ + ‘An—l N An|
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Rozwiazanie

Aby skorzystac z zasady witaczen i wytaczen musimy obliczyé
wartosci S dla k = 1,..., n. Przykfadowo zrobimy to dla k = 2.

Sén) = Z |Af1 a Ai2| =
1<ii<ir<n
= ‘AlﬂA2‘+...+|A1ﬂAnH—

—|—|A20A3|+...—|—|A20An|+...+

+|An—2 N An—l‘ + |An—2 N An‘ + ‘An—l N An| =

- (Z) (n—2)!
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Rozwiazanie

Aby skorzystac z zasady witaczen i wytaczen musimy obliczyé
wartosci S dla k = 1,..., n. Przykfadowo zrobimy to dla k = 2.

Sén) = Z |Af1 a Ai2| =
1<ii<ir<n
= ‘AlﬂA2‘+...+|A1ﬂAnH—

—|—|A20A3|+...—|—|A20An|+...+

+|An—2 N An—l‘ + |An—2 N An‘ + ‘An—l N An| =

nl

n n! !
= <2>(n—2)! = m(n—2)! =
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Rozwiazanie

| ogdlnie

n n
S= 3 AN NA = <k>(n—k)!

1<11<<1k<n
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Rozwiazanie

| ogdlnie

n n
S/E): Z |A,‘1ﬂ...ﬂA,'k|:<k>(n—k)!:

1<11<<1k<n

n!

BT
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Rozwiazanie

| ogdlnie

n n
S/E): Z |A,‘1ﬂ...ﬂA,'k|:<k>(n—k)!:

1<11<<1k<n

n!

! n!
BT
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Rozwiazanie

| ogdlnie

n n
S= 3 AN NA = <k>(n—k)!:

1<11<<1k<n

n! n!

e

Z zasady witaczen i wytaczen zatem
n!

[AiU...UA,| = Z (_1)k+151((") _ Z (_1)k+1k!'

1<k<n 1<k<n
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Rozwiazanie

n n!
AU UA = 3 ()RS = 3T (—pyk T

|
1<k<n 1<k<n k!
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Rozwiazanie

n n!
AU UA = 3 ()RS = 3T (—pyk T

|
1<k<n 1<k<n k!

n!
Al=nl—[ALU...UA,[=nl— (_1)k+lﬂ

1<k<n
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Rozwiazanie

n n!
AU UA = 3 ()RS = 3T (—pyk T

|
1<k<n 1<k<n k!

n!
Al =nl = [ALU...UA,[=nl— ) (_1)k+lﬂ =

1<k<n

=nl+ Z (—1)k+2Z—!!

1<k<n
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Rozwiazanie

n n!
A U...UA,| = Z (_1)k+151((): Z (_1)k+1ﬂ'

1<k<n 1<k<n

Al=nl—[ALU...UA|=nl— Y (- 1)k+1” _

1<k<n

=nl+ > (- 1)“ =nl+ > (- 1)k

1<k<n 1<k<n

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Rozwiazanie

n n!
A U...UA,| = Z (_1)k+151((): Z (_1)k+1ﬂ'

1<k<n 1<k<n

Al=nl—[ALU...UA|=nl— Y (- 1)k+1” _

1<k<n

=nl+ > (- 1)“ =nl+ > (- 1)k

1<k<n 1<k<n

= > (- 1)k

0<k<n
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Rozwiazanie

n!
A= Y 1k

0<k<n
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Rozwiazanie

n! —1)k
A= Yy li=m y EY

0<k<n ! 0<k<n
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Rozwiazanie

K 1! (=1)*
0<k<n 0<k<n
I 0<§j (—1)Fm = (—1)°8 + ..+ (1R 8+ (—1)" T ]
nl O<2k:< (_k];)k =nl <( O:PO + + (_kll)k + + (_n];)n>
L ~X \n -
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Rozwiazanie

n! —1)k
A= Yy li=m y EY

0<k<n ! 0<k<n

[z (1 =D %5+ CDR A (D)
—_1)k 0 _1)k _1\n
n|0<zk:<n( kll) — n| <( O]I-) _|_ + ( k]i) + _|_ ( n];) )
n (=1
P(A) = Al odken X
onl n!
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Rozwiazanie

K 1! (=1)*
Al = Z(—l)ﬂzn! > T
0<k<n ! 0<k<n :
I 0<§j (—Dka = (108 + .. 4+ (-1 8+ + (-1 ]
n! O<Zk:< (_kl,)k =n! <(_0:PO +...+ (_kll)k +...+ (—n1!)">
. ~ \n -
n! (_1,)k
AL odkn K (-1)¥
P(A) = - n! = 2. k!
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

PA) = > (k!

0<k<n
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

1)k
P(A) = > ( kl!)

0<k<n

”=1;‘P(A)=(_01,)0+(_11,)1=1—1:o
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

_ 1)k
P(A) = 2. (kl!)

0<k<n

”=1;‘P(A)=(_01,)0+(_11,)1=1—1:o

_1)\0 _1\1 _1)2
”szP(A):(oﬁ) +(11!) +(21!) =0+3=3
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

_ 1)k
P(A)= 2 (kl!)

0<k<n

"=1$P(A)=(_01,)0+(_11,)1=1—1:o

_1)\0 _1\1 _1)2
”:sz(A):(oll) +(11!) +(21!) :0+§:%

—1\0 _1\1 _1)2 —1\3
":3;$P(A):(01!) +(11!) +(2:t) +(31!) %
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

1)k
pay= 3 &2

|
0<k<n k!

"=1$P(A)=(_01,)0+(_11,)1=1—1:o

i ) C A C P

-1 (=1} (=12 (=1)* (-1)* 1. 1 3
":4:$P(A):(0!) +(1!) +(2!) +(3!) +(4!) ~ 324" 38
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

1 1

10! ~ 3628800
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

1 1

15! — 1307674368000
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

lim P(A) = lim Y~ (1"
n—o0 T n—oo k!
0<k<n
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

: L (-Dk 1
Jim, P(A) = Jim, Z kKl e
0<k<n
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

: L (-Dk 1
Am, P(A) = fim, 2 kKl e
0<k<n

Liczba e =2,71... to jedna z najstynniejszych liczb w
matematyce. Nazywa sie jg czesto liczbg Eulera.
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

lim P(A) = lim ¥ (D _1

n—oo n—o0 | e
0<k<n

Liczba e =2,71... to jedna z najstynniejszych liczb w
matematyce. Nazywa sie jg czesto liczbg Eulera.

< =<

o |

W[~
N
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

: . (1% 1
Jm PA) = Jim, > 5=
0<k<n

Liczba e =2,71... to jedna z najstynniejszych liczb w
matematyce. Nazywa sie jg czesto liczbg Eulera.

< =<

o |-

[ONAN
N~

n:4:>P(A):§:O,375

103678,
e
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OdpowiedZz mamy, ale ile to jest mniej wiecej?

: . (1% 1
Jm PA) = Jim, > 5=
0<k<n

Liczba e =2,71... to jedna z najstynniejszych liczb w
matematyce. Nazywa sie jg czesto liczbg Eulera.

< =<

o |-

[ONAN
N~

n:6:>P(A):%:O,3680...

103678,
e
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ZASADA DWOISTOSCI | DOWODY NIEMOZLIWOSCI
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Dowody niemozliwosci

tatwo dowiesé, ze ¢ = (1 + \/5)/2 zwana ztota liczba, jest liczba
algebraiczng, tzn. istnieje wielomian o wspétczynnikach
catkowitych, ktérego pierwiastkiem jest .
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Dowody niemozliwosci

tatwo dowiesé, ze ¢ = (1 + \/5)/2 zwana ztota liczba, jest liczba
algebraiczng, tzn. istnieje wielomian o wspétczynnikach
catkowitych, ktérego pierwiastkiem jest .

x> —x—1
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Dowody niemozliwosci

tatwo dowiesé, ze ¢ = (1 + \/5)/2 zwana ztota liczba, jest liczba
algebraiczng, tzn. istnieje wielomian o wspétczynnikach
catkowitych, ktérego pierwiastkiem jest .

x> —x—1

Liczba 7 nie jest algebraiczna i wcale nie jest tatwo tego dowiesc.
Przeciez wszystkich wielomianéw recznie nie sprawdzimy.
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Sformutowanie

Zasada dwoistosci
Jak liczba jest parzysta, to nie jest nieparzysta.
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Sformutowanie
Zasada dwoistosci
Jak liczba jest parzysta, to nie jest nieparzysta.

Mozliwe sg inne wersje tej zasady...

Zasada dwoistosci
Jak co$ jest czarne, to nie jest biate.
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Sformutowanie
Zasada dwoistosci
Jak liczba jest parzysta, to nie jest nieparzysta.

Mozliwe sg inne wersje tej zasady...

Zasada dwoistosci
Jak co$ jest czarne, to nie jest biate.

Zasada dwoistosci

Jak liczba jest dodatnia, to nie jest ujemna.

Itd., itp.
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Czy da sie?

Czy da sie pokry¢ szachownice wymiaru n x n kostkami domina
(czyli takimi prostokacikami wymiaru 2 x 1)7
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dy n jest parzyste, to sie da.

Pawet Naroski



Gdy n jest parzyste, to sie da.
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A gdy n jest nieparzyste...

...to sie nie da, gdyz kazda kostka domina pokrywa dwa pola.
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A gdy n jest nieparzyste...

...to sie nie da, gdyz kazda kostka domina pokrywa dwa pola.

Tym samym liczba pél pokrytych przez p kostek domina wynosi
2p, czyli jest parzysta.
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A gdy n jest nieparzyste...

...to sie nie da, gdyz kazda kostka domina pokrywa dwa pola.

Tym samym liczba pél pokrytych przez p kostek domina wynosi
2p, czyli jest parzysta.

A przeciez liczba pél na szachownicy jest nieparzystal

n? = (2k + 1) = 4k + 4k +1 = 2(2k> +2k) + 1
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Uszkodzona szachownica

Czy da sie pokry¢ kostkami domina szachownice wymiaru n x n,
ktérej dwa przeciwlegte pola narozne zostaty odtamane?
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szkodzona szachownica

Pawet Naroski



Gdy n jet nieparzyste, to sie nie da...

...gdyz wtedy znowu jest na naszej szachownicy nieparzyscie wiele
pol.
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dy n jest parzyste tez sie nie da!

Pawet Naroski



dy n jest parzyste tez sie nie da!

Pawet Naroski



ZASADA SZUFLADKOWA

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.
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Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

v
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Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

n
m = Zm,-
i=1

v
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Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

n
m = Zm,- = m+...+my
i=1

v

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy




Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

mzé”ﬁ?i({%J%—l)

i=1

v
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Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

n

ngm;>zqﬂ+1> >i<%—1+1>

i=1

v
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Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

n

mZémi>Z<EJ+1> >i<%—1+1> :n-%

i=1
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Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

n

ngmi22<{%J+l> >i<%—1+1> :n-%:m

i=1
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Sformufowanie i dowdd

Zasada szufladkowa

Jedli do n szufladek wiozymy (w dowolny sposéb) m par skarpetek,
to bedzie szufladka, w ktérej znajduje sie co najwyzej |m/n| par
skarpetek oraz bedzie taka szufladka, w ktérej znajduje sie co
najmniej [m/n] par skarpetek.

Zatézmy, ze to nieprawda. Niech m; oznacza liczbe par skarpetek
znajdujacych sie w i-tej szufladce.

ngmi2i<{%J+l> >i<%—1+1> :n-%:m

i=1

Sprzecznosé!
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Przyktad

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Przyktad
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Przyktad
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Przyktad
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Przypadek szczegdlny

Zasada szufladkowa najczesciej uzywana jest w przypadku
m=n+1.
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Przypadek szczegdlny

Zasada szufladkowa najczesciej uzywana jest w przypadku

R
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Przypadek szczegdlny

Zasada szufladkowa najczesciej uzywana jest w przypadku
m=n+1.

2)-[222)- o] -

Zasada szufladkowa, przypadek szczegdlny - nam najmilszy

Jedli do n szufladek wtozymy (w dowolny sposéb) n+ 1 par
skarpetek, to bedzie szufladka, w ktérej znajduja sie co najmniej 2
pary skarpetek.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

n=3

2,3,5,6

2,3,4,5

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

n=3

2,3,5,6

2,3,4,5

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

6,8,9,10,11,12, 13,14, 15

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

6,8,9,10,11,12, 13,14, 15

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112 =2-56

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112 =2-56 =22.28

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

8§=2.4=2%.2

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

8=2-4=2%2.2=2%.1

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

8=2-4=2%2.2=2%.1

26

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

8=2-4=2%2.2=2%.1

26 =2-13

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

8=2-4=2%2.2=2%.1

26 =2-13

11

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

8=2-4=2%2.2=2%.1

26 =2-13

11=1-11

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n + 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

112=2-56=2%2.28=23.14=2%.7

8=2-4=2%2.2=2%.1

26 =2-13

11=1-11=2°.11

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Mamy dane liczby ay, ..., apy+1. Wszystkie wybrane ze zbioru
{1,...,2n}.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Mamy dane liczby ay, ..., apy+1. Wszystkie wybrane ze zbioru
{1,...,2n}.

ap =2k .,

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Mamy dane liczby ay, ..., apy+1. Wszystkie wybrane ze zbioru
{1,...,2n}.

li € {1,3,5,...,2n—3,2n — 1}

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Mamy dane liczby ay, ..., apy+1. Wszystkie wybrane ze zbioru
{1,...,2n}.

li € {1,3,5,...,2n—3,2n — 1}

Mamy n szufladek ponumerowanych liczbami nieparzystymi
mniejszymi od 2n. Liczbe a; wrzucamy do szufladki /;.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Mamy dane liczby ay, ..., apy+1. Wszystkie wybrane ze zbioru
{1,...,2n}.

li € {1,3,5,...,2n—3,2n — 1}

Mamy n szufladek ponumerowanych liczbami nieparzystymi
mniejszymi od 2n. Liczbe a; wrzucamy do szufladki /;.

Poniewaz n + 1 liczb wrzuciliSmy do n szufladek, to musi istnie¢
szufladka /, do ktérej wpadty dwie liczby - a; i a;.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Mamy dane liczby ay, ..., apy+1. Wszystkie wybrane ze zbioru
{1,...,2n}.

li € {1,3,5,...,2n—3,2n — 1}

Mamy n szufladek ponumerowanych liczbami nieparzystymi
mniejszymi od 2n. Liczbe a; wrzucamy do szufladki /;.

Poniewaz n + 1 liczb wrzuciliSmy do n szufladek, to musi istnie¢
szufladka /, do ktérej wpadty dwie liczby - a; i a;.

a,-:2k"-/ aj:2kf'l

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Jesli ki < k;, to

aj_2kf-/

aj 2k" N ’

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgji

Wsréd dowolnych n+ 1 liczb ze zbioru {1,...,2n} zawsze s3 dwie
takie, ze jedna z nich dzieli druga.

Jesli ki < k;, to

aj _ 2kj . 2kj—ki
aj ki .| ’

czyli aj dzieli a;!

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

n=3

1,8,4,15,9,23,3,22,12,300

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

n=3

1,8,4,15,9,23,3,22,12,300

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

n=3

1,8,4,15,9,23,3,22,12,300

45,46,47,23,24,25,12,13, 14,5

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

n=3

1,8,4,15,9,23,3,22,12,300

45,46,47,23,24,25,12,13,14,5

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

al,...,an2+1

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

al,...,an2+1

Kazdemu wyrazowi a; naszego ciagu przypiszmy pare liczb (r;, m;)
w taki sposéb, ze:

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

al,...,an2+1

Kazdemu wyrazowi a; naszego ciagu przypiszmy pare liczb (r;, m;)
w taki sposéb, ze:

o r; jest dtugoscig najdtuzszego podciagu rosnacego konczacego
sie w aj;

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n + 1.

al,...,an2+1
Kazdemu wyrazowi a; naszego ciagu przypiszmy pare liczb (r;, m;)
w taki sposéb, ze:
o r; jest dtugoscig najdtuzszego podciagu rosnacego konczacego
sie w aj;
@ m; jest dtugoscia najdtuzszego podciggu malejacego
konhczacego sie w a;.

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rlvml) = ( ’ ) (rﬁv mﬁ) = ( ’ )
(r2?m2):( ’ ) (r77m7):( ’ )
(r3? m3) = ( ) ) (r8v m8) = ( ) )
(r47 m4) = ( ) ) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms)=( , ) (ro,mw)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) - (17 ) (rﬁv mﬁ) ( ) )
(pym2)=(, ) (m.m7)=(, )
(rs;m3)=( , ) (r&;mg)=(, )
(ra,ma)=( , ) (ro,mo)=(, )
(rs;ms)=( ., ) (ro,mo)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) = (17 1) (rﬁv mﬁ) = ( ’ )
(r2?m2):( ’ ) (r77m7):( ’ )
(r3? m3) = ( ) ) (r8v m8) = ( ) )
(r47 m4) = ( ’ ) (r97 m9) = ( ’ )
(rs,ms)=( , ) (ro,mw)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

( (171) (rﬁvmﬁ)
( = (2? ) (r77m7)
(r3,m3)=(, ) (rz, ms)
( (
( (

— N N

(
(
(.
’ ) (r97m9):(
. ) (no,mo)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) = (17 1) (rﬁv mﬁ) = ( ’ )
(r2? m2) = (2? 1) (r7v m7) = ( ’ )
(r3?m3):( ) ) (r87m8):( ) )
(r47m4) = ( ’ ) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms)=( , ) (ro,mw)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) = (17 1) (rﬁv mﬁ) = ( ’ )
(r2? m2) = (2? 1) (r7v m7) = ( ’ )
(r3? m3) = (2? ) (r8v m8) = ( ) )
(r47m4) = ( ’ ) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms)=( , ) (ro,mw)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) = (17 1) (rﬁv mﬁ) = ( ’ )
(r2? m2) = (2? 1) (r7v m7) = ( ’ )
(r3? m3) = (2?2) (r8v m8) = ( ) )
(r47m4) = ( ’ ) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms)=( , ) (ro,mw)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) = (17 1) (rﬁv mﬁ) = ( ’ )
(r2? m2) = (2? 1) (r7v m7) = ( ) )
(r3? m3) = (2?2) (r8v m8) = ( ) )
Er47m4) = E37 ) (r97m9) ( ) )

) ) (flo,mlo)_ ( )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) = (17 1) (rﬁv mﬁ) = ( ’ )
(r2? m2) = (2? 1) (r7v m7) = ( ’ )
(r3? m3) = (2?2) (r8v m8) = ( ) )
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ’ )
(rs,ms)=( , ) (ro,mw)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(r17 ml) = (17 1) (r67 mﬁ) = ( ’ )
(r2? m2) = (2? 1) (r7v m7) = ( ’ )
(r3? m3) = (2?2) (r87 m8) = ( ) )
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms) = (3, ) (ro,m0)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rlv ml) = (17 1) (r67 m6) = ( ) )
(r27 m2) = (2? 1) (r7? m7) = ( ’ )
(r3v m3) - (2?2) (r8? m8) - ( ’ )
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ’ )
(rs,ms) = (3,2) (ro,muo)=( , )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rlv ml) = (17 1) (r67 m6) = (47 )
(r27 m2) = (2? 1) (I’7, m7) = ( ’ )
(I’3, m3) - (2?2) (I’g, m8) - ( ) )
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms) =(3,2) (ro,mo)=(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (r6,m6) = (4,1)
(r27 m2) = (2? 1) (r7? m7) = ( ) )
(r3, m3) = (2?2) (r8? m8) - ( ) )
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms) =(3,2) (ro.mwo)=10(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (r6,m6) = (4,1)
(r27 m2) = (2? 1) (r7? m7) = (2? )
(r3v m3) = (2?2) (r8? m8) = ( ) )
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ’ )
(rs,ms) =(3,2) (ro,muo)=( , )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (r6,m6) = (4,1)
(I’Q, m2) = (2, ].) (I’7, m7) = (2,3)
(r3v m3) = (2?2) (r8? m8) = ( ) )
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ) )
(rs,ms) =(3,2) (ro,muo)=( , )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (r6,m6) = (4,1)
(r27 m2) = (2? 1) (r7? m7) = (2?3)
(r3, m3) = (2?2) (r8? m8) - (4?2)
(r47 m4) = (37 1) (r97 m9) = ( ’ )
(r5,ms) =(3,2) (ro.mwo)=10(, )

Pawet Naroski Proste sposoby na trudne problemy



Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (r6,m6) = (4,1)
(I’Q, m2) = (2, ].) (I’7, m7) = (2,3)
(I’3, m3) = (2,2) (I’g, m8) = (4,2)
(ra,mg) = (3,1) (ro,mg) = (4, )
(rs,ms) =(3,2)  (ro,mo)=(, )
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (r6,m6) = (4,1)
(I’Q, m2) = (2, ].) (I’7, m7) = (2,3)
(I’3, m3) = (2,2) (I’g, m8) = (4,2)
(ra, mg) = (3,1)  (ro,mg) = (4,3)
(rs,ms) =(3,2)  (ro,mo)=(, )
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (r6,m6) = (4,1)
(I’2, m2) = (2, ].) (I’7, m7) = (2,3)
(I’3, m3) = (2,2) (I’g, mg) = (4,2)
(raymg) = (3,1) (r9, mg) = (4,3)
(rs,ms) =(3,2)  (r0, mo) = (5, )
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (rﬁ,mﬁ) = (4,1)
(r2a m2) = (2? 1) (r7v m7) = (2?3)
(r3, m3) = (2?2) (r3v m8) = (4?2)
(raymg) = (3,1) (r9, mg) = (4,3)
(rs,ms) =(3,2) (ri0, mio) = (5, 1)
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

d1 a2 4d3 4d4 a5 a6 dy d8 49 410
1 8 4 15 9 23 3 22 12 300

(rl,ml) = (1,1) (rﬁ,mﬁ) = (4,1)
(r2, m2) = (2? 1) (r7v m7) = (2?3)
(r3, m3) = (2?2) (r8v m8) = (4?2)
(raymg) = (3,1) (r9, mg) = (4,3)
(rs,ms) = (3,2) (ro, mo) = (5,1)

Czy to przypadek, ze wszystkie te pary sg rézne?
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Niech a; oraz a; beda dwoma wyrazami naszego ciagu takimi, ze
i < j, czyli a;j wystepuje wczesniej w ciagu niz aj.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Niech a; oraz a; beda dwoma wyrazami naszego ciagu takimi, ze
i < j, czyli a; wystgpuje wczesniej w ciggu niz a;. Zatézmy, ze
a; < aj.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Niech a; oraz a; beda dwoma wyrazami naszego ciagu takimi, ze
i < j, czyli a; wystgpuje wczesniej w ciggu niz a;. Zatézmy, ze
a; < aj.

Witedy kazdy podciag rosnacy konczacy sie w a; mozemy
przedtuzy¢ o a;.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Niech a; oraz a; beda dwoma wyrazami naszego ciagu takimi, ze
i < j, czyli a; wystgpuje wczesniej w ciggu niz a;. Zatézmy, ze

a; < aj.

Witedy kazdy podciag rosnacy konczacy sie w a; mozemy
przedtuzy¢ o a;.

Czyli rj > r; + 1, a to oznacza, ze pary (r;, m;) oraz (rj, m;) réznig
sie na pierwszej wspotrzednej.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Niech a; oraz a; beda dwoma wyrazami naszego ciagu takimi, ze
i < j, czyli a; wystgpuje wczesniej w ciggu niz a;. Zatézmy, ze
a; < aj.

Witedy kazdy podciag rosnacy konczacy sie w a; mozemy
przedtuzy¢ o a;.

Czyli rj > r; + 1, a to oznacza, ze pary (r;, m;) oraz (rj, m;) réznig
sie na pierwszej wspotrzednej.

Jedli a; > a;, to kazdy podcigg malejacy konczacy sie w a; mozna
przedtuzy¢ o a; i pary (ri, m;) oraz (rj, m;) réznig sie na drugiej
wspotrzednej.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Jedli wszystkie r; oraz wszystkie m; bytyby mniejsze lub réwne n,
to wszystkich mozliwych par bytoby n?, gdyz kazda z dwéch
wspotrzednych mogtaby przyjaé wartosci 1,...,n.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Jedli wszystkie r; oraz wszystkie m; bytyby mniejsze lub réwne n,
to wszystkich mozliwych par bytoby n?, gdyz kazda z dwéch
wspotrzednych mogtaby przyjaé wartosci 1,...,n.

Ale my mamy n? + 1 par, bo tyle liczb jest w naszym ciagu.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Jedli wszystkie r; oraz wszystkie m; bytyby mniejsze lub réwne n,
to wszystkich mozliwych par bytoby n?, gdyz kazda z dwéch
wspotrzednych mogtaby przyjaé wartosci 1,...,n.

Ale my mamy n? + 1 par, bo tyle liczb jest w naszym ciagu.

Z zasady szufladkowe]j zatem istniatyby dwie liczby w naszym
ciggu, ktdrych pary (r;j, m;) bytyby takie same.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Jedli wszystkie r; oraz wszystkie m; bytyby mniejsze lub réwne n,
to wszystkich mozliwych par bytoby n?, gdyz kazda z dwéch
wspotrzednych mogtaby przyjaé wartosci 1,...,n.

Ale my mamy n? + 1 par, bo tyle liczb jest w naszym ciagu.

Z zasady szufladkowe]j zatem istniatyby dwie liczby w naszym
ciggu, ktdrych pary (r;j, m;) bytyby takie same.

Ale przed chwila pokazaliSmy, ze to jest niemozliwe!
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Jedli wszystkie r; oraz wszystkie m; bytyby mniejsze lub réwne n,
to wszystkich mozliwych par bytoby n?, gdyz kazda z dwéch
wspotrzednych mogtaby przyjaé wartosci 1,...,n.

Ale my mamy n? + 1 par, bo tyle liczb jest w naszym ciagu.

Z zasady szufladkowe]j zatem istniatyby dwie liczby w naszym
ciggu, ktdrych pary (r;j, m;) bytyby takie same.

Ale przed chwila pokazaliSmy, ze to jest niemozliwe!

Zatem ktores r; lub ktéres m; musi by¢ réwne co najmniej n+ 1.
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Zasada szufladkowa w akgcji Il

Twierdzenie Erdésa-Szekeresa

Kazdy ciag ztozony z n? + 1 réznych liczb zawiera podciag
monotoniczny (rosnacy lub malejacy) dtugosci n+ 1.

Jedli wszystkie r; oraz wszystkie m; bytyby mniejsze lub réwne n,
to wszystkich mozliwych par bytoby n?, gdyz kazda z dwéch
wspotrzednych mogtaby przyjaé wartosci 1,...,n.

Ale my mamy n? + 1 par, bo tyle liczb jest w naszym ciagu.

Z zasady szufladkowej zatem istniatyby dwie liczby w naszym
ciggu, ktdrych pary (r;j, m;) bytyby takie same.

Ale przed chwilg pokazalismy, ze to jest niemozliwe!
Zatem ktores r; lub ktére$ m; musi byé réwne co najmniej n+ 1.

A to oznacza, ze istnieje w naszym ciagu odpowiednio dtugi
podciag monotoniczny :).
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DZIEKUJE ZA UWAGE
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