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Na tablicy napisano pewnag liczbg zer, jedynek i dwdjek. Wolno zetrze¢ dwie rozne
cyfry 1 wpisa¢ w ich miejsce cyfre r6zng od nich. Udowodnij, ze jezeli na koncu
zostaje jedna cyfra, to nie zalezy ona od porzadku $cierania. Czy zawsze mozna
osiggnac jedng cyfre ?

Na wyspie jest 17 czerwonych, 15 zielonych , 13 niebieskich kameleondéw. Gdy
spotykaja si¢ dwa kameleony roznych barw, przyjmuja trzeci kolor . Czy w wyniku
takiej ewolucji moga zosta¢ na wyspie wszystkie kameleony tego samego koloru ?
Wokot polany rosnie 90 drzew. Na kazdym siedzi 1 matpa. Co minute 2 malpy
przeskakujg na sgsiednie drzewo, ale kazda z nich w innym kierunku. Czy moze doj$¢
do sytuacji, ze wszystkie matpy beda na jednym drzewie ?

Dana jest szachownica. Mozemy w pojedynczym ruchu zmieni¢ kolor wszystkich pol
jednej linii pionowej lub poziomej. Czy mozna uzyskac¢ szachownice¢ z jednym
czarnym polem ?

Dana jest szachownica. Mozna zmieni¢ kolor wszystkich pol w kwadracie 2 na 2. Czy
mozna w ten sposob otrzymaé szachownicg¢ z jednym biatym polem ?

W polach tablicy 4 na 4 umieszczono liczbe —1 1 15 liczb +1. Mozna zmieni¢
jednoczesnie znaki liczb w jednej kolumnie lub w jednym wierszu. Czy mozna
uzyskac tablice z samymi jedynkami ?

Na szachownicy 9 na 9 stoi 9 wiez , z ktérych Zzadna nie zagraza innej. Kazda wiezg
przestawiamy ruchem konika szachowego. Udowodnij, ze teraz beda dwie wieze
zagrazajace sobie.

W kazdym polu tablicy 8 na 8 napisano liczbe catkowita. Mozna wybra¢ kwadrat 3 na
3 lub 4 na 4 i zwigkszy¢ o 1 wszystkie liczby w kwadracie. Czy mozna doprowadzi¢
do sytuacji, ze wszystkie liczby bedg dzieli¢ si¢ przez 3 ?

Piszemy liczby 1,2,3,....,n w dowolnym porzadku. Mozna zamieni¢ dwie sasiednie
liczby. Czy mozna po nieparzystej liczbie operacji wroci¢ do wyjsciowego porzadku ?
Zadanie poprzednie, ale mozemy zamieni¢ miejscami dowolne dwie liczby.

Na okragtym torze wyscigowym stoi w roznych miejscach 25 aut. W tym samym
momencie ruszaja w t¢ sama stron¢. Mozna wyprzedzac, ale zabronione jest
wyprzedzanie podwojne. Okazato si¢ , ze po pewnym czasie auta zatrzymaty si¢ w
jednoczesnie i kazde auto w punkcie swojego startu. Udowodnij, Ze byta parzysta
liczba wyprzedzen.

Okrag podzielono $rednicami na 10 sektorow. W kazdym sektorze zostal potozony
zeton. W jednym ruchu przesuwamy jeden (dowolnie wybrany) zeton do nastgpnego
sektora zgodnie z ruchem wskazowek zegara, oraz jeden (dowolnie wybrany) zeton do
nastepnego sektora przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Czy istnieje skonczona
liczba ruchow po ktérych wszystkie zetony znajda si¢ w jednym sektorze?

W kazdym polu szachownicy m na n zapisano jedna liczbe rzeczywista. Mozemy
wykona¢ nastgpujaca operacje: zmieniamy znaki wszystkich liczb stojacych w
jednym, wybranym przez nas wierszu lub w wybranej przez nas kolumnie. Czy
zawsze mozna, przy pomocy skonczonej liczby operacji, doprowadzi¢ do sytuacji, w
ktorej suma liczb stojacych w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest nieujemna?
Na okrggu napisano n liczb naturalnych. Miedzy kazdymi dwiema sasiednimi
liczbami wpisujemy ich najwigkszy wspolny dzielnik, po czym wczes$niej zapisane
liczby $cieramy. Z nowo otrzymanymi n liczbami postepujemy analogicznie.
Udowodni¢, ze po pewnej, skonczonej liczbie takich operacji wszystkie liczby na
okregu beda rowne.
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Na dworze kréla Artura przebywa 2n rycerzy, z ktoérych kazdy ma co najwyzej n - 1
wrogdéw. Udowodni¢, ze mozna ich usadzi¢ wokot okraglego stotu tak, aby zaden nie
siedzial obok swojego wroga.

Na ptaszczyznie mamy n punktow, zadne trzy nie sg wspotliniowe, oraz n prostych,
zadne dwie nie sg rownolegle. Udowodni¢, ze mozna poprowadzi¢ z tych punktow
odcinki prostopadle do tych prostych ( na kazdg prostg jeden), tak, aby odcinki te nie
przecinaty sie.

Na okregu rozmieszczono n liczb. Jezeli kolejno stojg liczby a,b , ¢, d i zachodzi
warunek (a-d)(b-¢)>0, to liczby b i ¢ mozna zamieni¢. Udowodnij, Ze po pewne;j ilo$ci
zamian nie bedziemy mogli wykona¢ ruchu.

Dany jest nie wypukty wielokat. Jezeli lezy on po jednej stronie prostej AB, gdzie A ,
B nie sgsiednie wierzchotki, to jedng z czes$ci wielokata , na ktére dzieli go AB ,
odbijamy symetrycznie wzgledem AB. Udowodnij, ze po pewnej ilo$ci operacji
otrzymamy wielokat wypukty.

W sejmie kazdy poset ma nie wigcej niz 3 wrogdéw. Udowodni¢ , ze mozna ich
podzieli¢ na dwie grupy tak, aby w grupie kazdy poset miat co najwyzej jednego
wroga.

Na tablicy napisano N liczb, kazda réwna 1 lub —1. W jednym ruchu mozna zmieni¢
znak kilku liczb stojacych obok siebie. W jakiej najmniejszej liczbie ruchéw mozna
uzyska¢ uktad samych jedynek ?

Na nieskonczonej szachownicy prostokat 3k na n zapetniono pionkami. W grze mozna
przeskoczy¢ pionkiem inny pionek ( w wierszu lub kolumnie) , jezeli za nim jest
wolne pole. Zdejmujemy wtedy przeskoczony pionek. Czy mozna uzyskac
szachownice z jednym pionkiem ?

Dany jest wypukty 2m-kat. A(1),A(20,..A(2m). Wewnatrz wybieramy punkt P, ktory
nie lezy na zadnej z przekatnych. Udowodnij, ze P nalezy do parzystej ilosci trojkatow
z wierzchotkami z punktow A(i).

Kwadratowe pole podzielono na 100 jednakowych kwadracikéw. 9 z nich obsiano
makiem. Przez rok mak rozsiewa si¢ na pola, ktére maja co najmniej dwa boki
wspolne z juz zaros$nigtym poletkiem. I tylko na te. Udowodnij, ze pole nigdy nie
zaros$nie cate makiem.

Na tablicy napisano liczby 1; 2; :::; n. Mozemy wymaza¢ dwie dowolne liczby aib, a
nastepnie dopisa¢ liczbe ab + a + b. Znalez¢ liczbe, ktora zostanie na tablicy po n -1
takich operacjach.

Na tablicy znajduje si¢ n liczb. W jednym kroku mozna usung¢ dowolne dwie liczby,
a1b, a nastgpnie zamiast nich napisac liczbg (a+b)/4. Udowodnié, ze jezeli na
poczatku na tablicy znajdowaty si¢ same jedynki, to po n -1 operacjach zostata liczba
nie mniejsza niz 1/n.

(a) W wierzchotku A1 dwunastokata foremnego A1A2:::A12 postawiono znak (+), w
pozostatych za§ wierzchotkach znak (-). Mozemy zmienia¢ znaki na przeciwne
jednoczesnie w dowolnych szesciu kolejnych wierzchotkach dwunastokata. Pokazac,
ze za pomocg wielokrotnego stosowania tej operacji nie mozna doprowadzi¢ do tego,
by przy wierzchotku A2 byl znak (+), a przy pozostalych wierzchotkach znak (-). (b)
Udowodni¢ to samo twierdzenie dla operacji polegajacej na jednoczesnej zmianie
znakow na przeciwne w dowolnych czterech kolejnych wierzchotkach dwunastokata.
(c) Udowodni¢ to samo twierdzenie dla sytuacji, gdy znaki zmieniamy w trzech
kolejnych wierzchotkach.

Na tablicy napisano liczby od 1 do 2008. Co sekund¢ mozemy wymazac¢ 4 liczby
postaci a; b; c; atb+c i zastapic€ je liczbami a+b; b+c; ct+a. Udowodnié, ze operacje
mozemy powtarza¢ nie dtuzej niz 10 minut.



28. (CzPolSt Z.M. 2011) Na tablicy napisano n nieujemnych liczb catkowitych, ktérych
najwiekszy wspolny dzielnik wynosi 1. W jednym kroku mozna zmaza¢ dwie liczby
X; y takie, ze x -y jest nieujemne oraz zastgpi¢ je liczbami x- y; 2y. Rozstrzygna¢,
dla jakich poczatkowych ciggow liczb catkowitych mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w
ktorej n - 1 liczb na tablicy jest zerami.
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