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Na czym polega metoda niezmiennikow?

Jezeli w rozwazanym problemie wystepuje pewien proces,
to aby go lepiej zrozumieé, warto

szukac¢ niezmiennikow tego procesu.



Co to jest niezmiennik procesu?

Niezmiennik procesu to pewna wielkos¢ lub wtasnosc,

ktora sie nie zmienia podczas trwania tego procesu.



Kilka zadan rozwiazanych metoda niezmiennikow

Zadanie 1

Pola szachownicy wymiaru 2n X 2n gdzie n jest pewna liczba naturalna zostaty poma-
lowane na jeden z dwéch koloréw czerwony lub zielony przy czym 2n? +1 pdl zostato
pomalowanych na czerwono i 2n° — 1 na zielono. Wybieramy dwa dowolne pola i
Jjezeli oba wybrane pola sa czerwone to jednego pola nie zmieniamy a drugie scieramy
I zostawiamy niepomalowane, jezeli oba wybrane pola sa zielone to zmieniamy jedno
z nich na czerwone a drugie scieramy i jezeli wybrane pola sa roznych kolorow to

zostawiamy pole zielone a drugie scieramy. Jakiego koloru pole zostaje po wykonaniu
4n? — 1 krokéw?



Kilka zadan rozwiazanych metoda niezmiennikow

Zadanie 1

Pola szachownicy wymiaru 2n X 2n gdzie n jest pewna liczba naturalna zostaty poma-
lowane na jeden z dwéch koloréw czerwony lub zielony przy czym 2n? + 1 pdl zostato
pomalowanych na czerwono i 2n* — 1 na zielono. Wybieramy dwa dowolne pola i
jezeli oba wybrane pola sa czerwone to jednego pola nie zmieniamy a drugie scieramy
I zostawiamy niepomalowane, jezeli oba wybrane pola sa zielone to zmieniamy jedno
Z nich na czerwone a drugie scieramy i jezeli wybrane pola sa roznych kolorow to

zostawiamy pole zielone a drugie scieramy. Jakiego koloru pole zostaje po wykonaniu
4n? — 1 krokéw?

Pierwsze rozwiazanie

Zauwazamy, ze po wykonaniu dozwolonej zmiany liczba zielonych pdl albo sie nie
zmienia albo zmniejsza sie o dwa. Stad parzystos¢ ilosci pdl zielonych jest niezmien-
nikiem opisanego procesu. Na poczatku mamy nieparzysta liczbe pdl zielonych co
oznacza, ze po wykonaniu 4n? — 1 krokéw, gdy na szachownicy zostaje tylko jedno
pomalowane pole musi by¢ ono koloru zielonego.
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Zadanie 1

Pola szachownicy wymiaru 2n X 2n gdzie n jest pewna liczba naturalna zostaty poma-
lowane na jeden z dwéch koloréw czerwony lub zielony przy czym 2n? +1 pdl zostato
pomalowanych na czerwono i 2n° — 1 na zielono. Wybieramy dwa dowolne pola i
Jjezeli oba wybrane pola sa czerwone to jednego pola nie zmieniamy a drugie scieramy
I zostawiamy niepomalowane, jezeli oba wybrane pola sa zielone to zmieniamy jedno
z nich na czerwone a drugie scieramy i jezeli wybrane pola sa roznych kolorow to

zostawiamy pole zielone a drugie scieramy. Jakiego koloru pole zostaje po wykonaniu
4n? — 1 krokéw?

Drugie rozwiazanie

Napiszmy na wszystkich czerwonych polach liczbe 1 a na polach zielonych liczbe —1.
Zauwazamy, ze po wykonaniu dozwolonej zmiany zamiast dwdch wybranych liczb
zostawiamy ich iloczyn. Oznacza to, ze iloczyn wszystkich liczb umieszczonych na
pomalowanych polach sie nie zmienia. Na poczatku iloczyn wszystkich liczb stojacych
na pomalowanych polach wynosi —1 co oznacza, ze powykonaniu 4n? — 1 zmian na
szachownicy musi zostac pole z liczba —1 czyli pole zielone.



Zadanie 1

Pola szachownicy wymiaru 2n X 2n gdzie n jest pewna liczba naturalna zostaty poma-
lowane na jeden z dwéch koloréw czerwony lub zielony przy czym 2n? +1 pdl zostato
pomalowanych na czerwono i 2n° — 1 na zielono. Wybieramy dwa dowolne pola i
Jjezeli oba wybrane pola sa czerwone to jednego pola nie zmieniamy a drugie scieramy
I zostawiamy niepomalowane, jezeli oba wybrane pola sa zielone to zmieniamy jedno
z nich na czerwone a drugie scieramy i jezeli wybrane pola sa roznych kolorow to

zostawiamy pole zielone a drugie scieramy. Jakiego koloru pole zostaje po wykonaniu
4n? — 1 krokéw?

Trzecie rozwiazanie

Na polach czerwonych wpisujemy zera a na polach zielonych jedynki. Zauwazmy, ze
po wykonaniu dozwolonej zmiany zamiast wybranych dwoch pdl pojawia sie pole z
liczba bedaca reszta z dzielenia przez dwa sumy liczb stojacych na wybranych polach.
Niezmiennikiem naszego procesu jest wiec reszta z dzielenia przez dwa sumy wszyst-
kich liczb stojacych na pomalowanych polach. Na poczatku reszta ta wynosi 1 wiec
na koncu musi zosta¢ pole z napisana jedynka, czyli pole zielone.



Zadanie 2

Na tablicy napisano liczby 1,1 5 3, - 2013 W jednym ruchu wybieramy dowolne dwie
liczby a i b, scieramy je i zamiast nich wpisujemy liczbe rowna a+ b+ ab. Jaka liczbe
mozemy otrzymac po wykonaniu 2012 ruchow?



Zadanie 2

Na tablicy napisano liczby 1,1 5 3, - 2013 W jednym ruchu wybieramy dowolne dwie
liczby a i b, scieramy je i zamiast nich wpisujemy liczbe rowna a+ b+ ab. Jaka liczbe
mozemy otrzymac po wykonaniu 2012 ruchow?

Szkic rozwiazania

Oznaczmy przez a x b liczbe réowna a + b + ab. Wtedy zauwazamy, ze po wykonaniu
dowolnego ruchu nie zmienia sie wynik dziatania x wszystkich napisanych na tablicy
liczb. Oznacza to, ze po 2012 ruchach na tablicy zostanie

1 1
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2 2013



Zadanie 2

Na tablicy napisano liczby 1,1 5 3, - 2013 W jednym ruchu wybieramy dowolne dwie
liczby a i b, scieramy je i zamiast nich wpisujemy liczbe rowna a+ b+ ab. Jaka liczbe
mozemy otrzymac po wykonaniu 2012 ruchow?

Szkic rozwiazania

Oznaczmy przez a x b liczbe réowna a + b + ab. Wtedy zauwazamy, ze po wykonaniu
dowolnego ruchu nie zmienia sie wynik dziatania x wszystkich napisanych na tablicy
liczb. Oznacza to, ze po 2012 ruchach na tablicy zostanie

1 1
Ik =%k ——.
2 2013
Zauwazajac, ze a+b+ab = (a+1)(b+ 1) — 1 mozemy nasz wynik zapisa¢ w postaci
1 1 3 2014
1+ 1) (=41) - (—+1)—1=2-2... 1 —9013.
(1+ )<2+ ) (2013+ ) 2 2013 o1
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Zadanie 3

Wykonano nieparzysta ilos¢ obrotow kostka Rubika. Wykaz, ze nie mozna uzy-

skac¢ konfiguracji poczatkowej przy pomocy parzystej ilosci obrotow. Za jeden obrot
uwazamy obrot pewnej sciany o 90°.

Szkic rozwiazania
Niezmiennik: tres¢ zadania narzuca rozwazyc¢ jakas parzystosc.

Proces: obroty kostki (musimy go zmatematyzowac).
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Zadanie 3

Wykonano nieparzysta ilos¢ obrotow kostka Rubika. Wykaz, ze nie mozna uzy-
skac¢ konfiguracji poczatkowej przy pomocy parzystej ilosci obrotow. Za jeden obrot
uwazamy obrot pewnej sciany o 90°.

Szkic rozwiazania

Oznaczmy wierzchotki kostki liczbami 1,2, 3,...,8. Nastepnie na wszystkich odcin-
kach taczacych wierzchotki rysujemy strzatki o zwrocie od wierzchotka o mniejszym
numerze do wierzchotka o numerze wiekszym.

Proces: obrot jednej Sciany powoduje cykliczna zmiane numeracji obracanej sciany
oraz zmiane zwrotu pewnych potaczen.

Niezmiennik: wykazemy, ze podczas jednego obrotu zwrot zmienia nieparzysta ilosc
potaczen.
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ciag dalszy rozwiazania zadania 3

Analizujemy jeden obrét: mozemu zatozy¢, ze obracamy gorna Sciane. Potaczenia
dzielimy na trzy grupy: 4-4 potaczenia pomiedzy goérna i dolna sciana, 442 potaczenia
w dolnej Scianie i 4 + 2 potaczenia w gdrnej scianie.

Potaczenia w dolnej scianie: nie zmienia sie zadne potaczenie.

Potaczenia pomiedzy gérna i dolna Sciana:
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ciag dalszy rozwiazania zadania 3

Analizujemy jeden obrét: mozemu zatozy¢, ze obracamy gorna Sciane. Potaczenia
dzielimy na trzy grupy: 4-4 potaczenia pomiedzy goérna i dolna sciana, 442 potaczenia
w dolnej Scianie i 4 + 2 potaczenia w gdrnej scianie.

Potaczenia w dolnej scianie: nie zmienia sie zadne potaczenie.

Potaczenia pomiedzy gérna i dolna sciana: jezeli doktadnie k& potaczen idacych z gory
na dot zmienito swdj zwrot to aby ilos¢ potaczen idacych z géry na dot pozostata stata
doktadnie k£ potfaczen idacych z dotu do gory musi zmieni¢ swéj zwrot. Razem zwrot
zmienia parzysta ilos¢ potaczen.

Potaczenia w gornej scianie:
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ciag dalszy rozwiazania zadania 3

Analizujemy jeden obrét: mozemu zatozy¢, ze obracamy gorna Sciane. Potaczenia
dzielimy na trzy grupy: 4-4 potaczenia pomiedzy goérna i dolna sciana, 442 potaczenia
w dolnej Scianie i 4 + 2 potaczenia w gdrnej scianie.

Potaczenia w dolnej scianie: nie zmienia sie zadne potaczenie.

Potaczenia pomiedzy gérna i dolna sciana: jezeli doktadnie k& potaczen idacych z gory
na dot zmienito swdj zwrot to aby ilos¢ potaczen idacych z géry na dot pozostata stata
doktadnie k£ potfaczen idacych z dotu do gory musi zmieni¢ swéj zwrot. Razem zwrot
zmienia parzysta ilos¢ potaczen.

Potaczenia w gornej scianie: rozbijamy na dwie grupy. 4 potaczenia na obwodzie i 2
przekatne. Zauwazamy, ze ilos¢ potaczen na obwodzie skierowanych zgodnie z ruchem
wskazdwek zegara sie nie zmienia. Stad rozumujac jak poprzednio stwierdzamy, ze
tylko parzysta ilos¢ potaczen na obwodzie moze zmieni¢ swoj zwrot. Na koniec tatwo
stwierdzié, ze doktadnie jedna przekatna zmienia swdj zwrot.

15



Zadanie 4, LVIII OM, 3 etap

Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy biata, jezeli jest rowna 1 lub jest iloczynem pa-
rzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Pozostate liczby catkowite
dodatnie nazwiemy czarnymi. Zbadac, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia, ze
suma jej biatych dzielnikow jest rowna sumie jej czarnych dzielnikow.

Szkic rozwiazania

Proces: niczego nie wida¢ :-((
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Zadanie 4, LVIII OM, 3 etap

Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy biata, jezeli jest rowna 1 lub jest iloczynem
parzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Pozostate liczby catkowite
dodatnie nazwiemy czarnymi. Zbadac, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia, ze
suma jej biatych dzielnikow jest rowna sumie jej czarnych dzielnikow.

Szkic rozwiazania

Wprowadzmy oznaczenia: dla liczby catkowitej dodatniej £ > 1

B(k) = sumie biatych dzielnikéw liczby £,
C'(k) = sumie czarnych dzielnikdw liczby £,
D(k) = B(k) — C(k).

Zadanie polega na stwierdzeniu czy istnieja liczby catkowite dodatnie £ > 1 takie, ze

D(k) = 0.
Hipoteza: Dla k,[ > 1 takich, ze NW D(k,l) = 1 zachodzi D(kl) = D(k)D(l).
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ciag dalszy rozwiazania zadania 4

Zatézmy, ze postawiona hipoteza jest prawdziwa i wywnioskujmy odpowiedz na po-
stawione pytanie.

Niech k > 1 bedzie taka liczba, ze D(k) = 0. Rozktadajac k na czynniki pierwsze

1,2

k=pipy .0y
otrzymujemy
D(k) = D(p")D(py’) - ... D(py) = 0.
Stad dla pewnego j musi zachodzic D(p;j) = 0. Jest to jednak niemozliwe gdyz
B(p/)=1+p +pi+...

Clp/)=pj+pj+p]+ ...
D(p/)=1-pj+p; —....

N e S

Widzimy, ze liczba D(p;j) daje reszte 1 z dzielenia przez p; a wiec nie moze byc
rowna zero.
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ciag dalszy rozwiazania zadania 4
Pozostaje udowodnic hipoteze.

Jezeli liczby k,1 > 1 sa wzglednie pierwsze to kazdy dodatni dzielnik d iloczynu ki
daje sie jednoznacznie przedstawi¢ jako iloczyn ab gdzie a jest dzielnikiem dodatnim
liczby k oraz b jest dzielnikiem dodatnim liczby /.

Ponadto d jest biaty jezeli a i b maja taki sam kolor oraz d jest czarny gdy a i b sa
roznych koloréw. Stad wnioskujemy, ze

B(kl) = B(k)B() + C(k)C(1),
C(kl) = B(k)C(1) + BI)C(k),

oraz

D(kl) = B(kl) — C(kl) = B(k)B(l) + C(k)C(l) —
= (B(k) = C(k))(B(l) = C(l)) = D(k)D(l).

Proces: iloczyn liczb wzglednie pierwszych.

B(k)C(l) = B()C(F)

Niezmiennik: udowodniona wlasnosc¢ operacji D.
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Co to jest potniezmiennik procesu?

Potniezmiennik procesu to pewna wielkosc,

ktora moze sie zmieniaC podczas trwania tego procesu tylko w jedna
strone tzn., ze stale maleje lub stale rosnie.
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Kilka zadan rozwiazanych metoda poéiezmiennikow

/adanie 5

Na okregu napisano n liczb naturalnych. Miedzy kazdymi dwiema sasiednimi licz-
bami wpisujemy ich najwiekszy wspolny dzielnik, po czym wczesniej zapisane liczby
scieramy. Z nowo otrzymanymi n liczbami postepujemy analogicznie. Wykaz, ze po
pewnej skonczonej liczbie krokow wszystkie liczby na okregu beda sobie rowne.
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Kilka zadan rozwiazanych metoda poéiezmiennikow

/adanie 5

Na okregu napisano n liczb naturalnych. Miedzy kazdymi dwiema sasiednimi licz-
bami wpisujemy ich najwiekszy wspolny dzielnik, po czym wczesniej zapisane liczby
scieramy. Z nowo otrzymanymi n liczbami postepujemy analogicznie. Wykaz, ze po
pewnej skonczonej liczbie krokow wszystkie liczby na okregu beda sobie rowne.

Szkic rozwiazania

Oznaczmy przez S sume wszystkich liczb na okregu. Zauwazmy, ze jezeli na okregu
nie wszystkie liczby sa rowne to S maleje. Ponadto suma S jest ograniczona z dotu
co oznacza, ze po skonczonej liczbie krokdéw S nie moze juz malec i wtedy wszystkie
liczby na okregu beda sobie rowne.
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/adanie 6

Na ptaszczyznie danych jest 2n punktow. Wykaz, ze zawsze mozna tak narysowacé n
odcinkow, aby kazdy punkt byt koncem pewnego odcinka i odcinki te sie nie przecinaty.
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/adanie 6

Na ptaszczyznie danych jest 2n punktow. Wykaz, ze zawsze mozna tak narysowacé n
odcinkow, aby kazdy punkt byt koncem pewnego odcinka i odcinki te sie nie przecinaty.

Szkic rozwiazania

Rysujemy w dowolny sposéb n odcinkow tak aby kazdy z 2n punktéw byt koncem
pewnego odcinka. Jezeli wszystkie narysowane odcinki sie nie przecinaja to zadanie
zostato wykonane. Zatémy wiec, ze pewne odcinki AB i C'D sie przecinaja i zadne

trzy z czterech punktow A, B, C, D nie sa wspdtliniowe. Wtedy poprawiamy nasz
uktad zastepujac odcinki AB i C'D odcinkami AC' i BD.
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/adanie 6

Na ptaszczyznie danych jest 2n punktow. Wykaz, ze zawsze mozna tak narysowacé n
odcinkow, aby kazdy punkt byt koncem pewnego odcinka i odcinki te sie nie przecinaty.

Szkic rozwiazania

Rysujemy w dowolny sposéb n odcinkow tak aby kazdy z 2n punktéw byt koncem
pewnego odcinka. Jezeli wszystkie narysowane odcinki sie nie przecinaja to zadanie
zostato wykonane. Zatémy wiec, ze pewne odcinki AB i C'D sie przecinaja i zadne
trzy z czterech punktow A, B, C, D nie sa wspdtliniowe. Wtedy poprawiamy nasz
uktad zastepujac odcinki AB i C'D odcinkami AC' i BD. Jezeli wszystkie cztery
punkty leza na jednej prostej w kolejnosci A, C, B, D to ponownie zastepujemy AB
i C'D odcinkami AC' i BD podobnie w przypadku gdy trzy z czterech tych punktéw
sa wspotliniowe. Zauwazamy, ze w kazdym przypadku suma dtugosci wszystkich
odcinkdw maleje.
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/adanie 6

Na pfaszczyznie danych jest 2n punktow. Wykaz, ze zawsze mozna tak narysowac
n odcinkow, aby kazdy punkt byt koncem pewnego odcinka i odcinki te sie nie prze-
cinaty.

Szkic rozwiazania

Rysujemy w dowolny sposéb n odcinkow tak aby kazdy z 2n punktéow byt koncem
pewnego odcinka. Jezeli wszystkie narysowane odcinki sie nie przecinaja to zadanie
zostato wykonane. Zatéomy wiec, ze pewne odcinki AB i C'D sie przecinaja i zadne
trzy z czterech punktow A, B, C, D nie sa wspdtliniowe. Wtedy poprawiamy nasz
uktad zastepujac odcinki AB i C'D odcinkami AC' i BD. Jezeli wszystkie cztery
punkty leza na jednej prostej w kolejnosci A, C', B, D to ponownie zastepujemy AB i
C'D odcinkami AC' i BD. Podobnie w przypadku gdy trzy z czterech tych punktéw
sa wspotliniowe. Zauwazamy, ze w kazdym przypadku suma dtugosci wszystkich od-
cinkdw maleje. Przy zadanych 2n punktach istnieje tylko skonczona ilos¢ uktadow
n odcinkéw. Oznacza to, ze po pewnej skonczonej liczbie opisanych operacji suma
wszystkich odcinkow nie bedzie sie mogta juz zmniejszyC co oznacza, ze w otrzyma-
nym uktadzie odcinki juz sie nie przecinaja.
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