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PODSTAWOWE TWIERDZENIA WYKORZYSTYWANE
W ZADANIACH 7Z CWICZEN

Twierdzenie 1 (najmocniesze twierdzenie geometrii, NTG)
Odcinki styczne poprowadzone do danego okregu z ustalonego punktu sa réwnej dtugosci.

Dowdd Niech dany okrag w ma promien dtugosci r i srodek w punkcie O. Oznaczmy przez A punkt
stycznosci stycznej do w z punktu P. Z twierdzenia Pitagorasa dtugos¢ odcinka stycznego wynosi

PA?> = PO? — r?.
Whniosek

W tréjkat ABC wpisano okrag i dopisano okrag styczny do boku BC'. Punkt stycznosci okregu
wpisanego z BC' oznaczono przez X a punkt stycznosci okregu dopisanego z BC' przez A’. Wtedy

BX = AC=p— AC
gdzie p jest potowa obwodu tréjkata ABC'.

Dowdéd  Oznaczmy przez K i L punkty stycznosci okregu wpisanego do bokéw AC i AB oraz
przez M i N punkty stycznosci okregu dopisanego z prostymi AC' i AB. Wtedy z NTG

XB+BA =LB+BN=KC+CM=CX+CA.



Twierdzenie 2 (o kacie miedzy styczna a cieciwa)

Niech AB bedzie cieciwa w danym okregu oraz niech prosta | bedzie styczna do tego okregu w punkcie
A poprowadzona z punktu P. Wtedy kat Z PAB jest réwny katowi wpisanemu w okrag i opartemu
na tuku wyznaczonym przez cieciwe AB.

Dowdd  Wybierzmy taki kat wpisany oparty na tuku wyznaczonym przez cieciwe AB, w ktérym
ramie AC' jest Srednica okregu. Wtedy z réwnosci

/PAB+ /BAC =90° = ZBAC + LACB

wynika teza.

Zadanie

Dwa okregi wy i w9 przecinaja sie w punktach P i (). Z punktu A okregu wi poprowadzono proste AP
i AQ), ktore przeciety wy w punktach B i C. Wykaz, ze styczna do wi w punkcie A jest réwnolegta
do prostej BC.

Rozwiazanie Czworokat PQC'B jest wpisany w okrag. Stad
/PBC = ZAQP

i z twierdzenia 2 kat miedzy styczna w punkcie A do w; jest rowny katowi ZAQP co prowadzi do
tezy zadania.



Twierdzenie 3 (o tréjlisciu)

Niech ABC' bedzie tréjkatem, w ktérym dwusieczna kata / ABC' przecina okrag opisany na tym
trojkacie w punkcie D. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Wtedy AD =
DC = DI.

Dowdéd Réwnos¢ AD = DC wynika z réwnosci odpowiednich tukéw. Wykazemy, ze tréjkat AID
jest rébwnoramienny.

(DIA =/ZIAB+ ZABI = ZCAD + LIAC = ZIAD.
Stad DA = DI.
Whiosek (wzér Eulera)

Okrag opisany na tréjkacie ABC' ma srodek w punkcie O i promien R. Okrag wpisany w trojkat

ABC ma srodek w punkcie I i promieni r. Zachodzi nastepujaca réwnosé¢
OI*’ = R(R —2r).

Dowdéd  Niech punkt D bedzie srodkiem tuku BC' na okregu opisanym na tréjkacie ABC' nie-
zawierajacym A oraz E niech bedzie srodkiem tuku BC' zawierajacym A. Niech K bedzie rzutem
prostokatnym I na prosta AC'. Wtedy tréjkaty IK A i DE B sa podobne. Wiec

IK BD
Al  DE
/ twierdzenia 3 DB = DI wiec

Al - DB =2Rr.

ORr = AI - DI = R*> — OI*.

4



Twierdzenie 4 (o biegunowej punktu wzgledem okregu)

Punkt A lezy wewnatrz okregu w o srodku O i promieniu r. Zbiorem punktéw powstatych z przeciecia
prostych stycznych do w w koncach dowolnej cieciwy zawierajacej A jest prosta prostopadfa do prostej
OA. W literaturze prosta ta nazywa sie biegunowa punktu A wzgledem w.

Dowdd Niech BC' bedzie cieciwa zawierajaca A. Oraz niech M bedzie punktem przeciecia prostych
stycznych do w w punktach B i C. Oznaczmy dtugos¢ odcinka AO przez a. Z Twierdzenia Pitagorasa
mamy

1 1
AM? = BM?—ZB(J%(éBC—AB)2 = BM*~BA(BC—BA) = BM?>~AB-AC = BM*—r*+a*.

Ponadto zachodzi
OM?* = BM? +r*.
taczac te dwie réownosci wnioskujemy, ze

OM? — AM? =21 —a* & OM? —2r> = AM? — o?.

Zbidr punktdéw M spetniajacych ostatnia rownosé jest osia potegowa okregu o srodku w O i promieniu
V/2r oraz okregu o $rodku w A i promieniu a. O$ potegowa jest prosta prostopadta do prostej O A
taczacej srodki obu okregdw.



Twierdzenie 5 (o okregu 9 punktéw)

Niech A', B’ i C" beda srodkami bokéw BC', AC' i AB tréjkata ABC. Wtedy okrag opisany na
tréjkacie A’ B'C" przechodzi przez spodki wysokosci tréjkata ABC' i przez srodki odcinkéw faczacych
wierzchotki trojkata ABC' z ortocentrum tego tréjkata.

Dowdd  Oznaczmy przez D, E i F spodki wysokosci poprowadzonych z wierzchotkéw A, B i
C'. B'D taczy $rodek przeciwprostokatnej AC' z wierzchotkiem D kata prostego, wiec 2B'D = AC.
Oczywiscie 2A'C" = AC i trapez A’DC'B’ jest réwnoramienny. Stad punkt D nalezy do okregu
opisanego na A’B’C’. Podobnie pokazujemy, £/ i F' naleza do tego okregu.

Oznaczmy $rodek odcinka taczacego C' z ortocentrum przez M. Prosta M B’ jest réwnolegta do AD,
a wiec jest to prosta prostopadta do prostej A’B’. Podobnie prosta M A’ jest réwnolegta do proste;
BE i dlatego jest prostopadta do prostej A'C’. Na czworokacie M A'C'B’ mozna opisaé okrag,
co pokazuje, ze M nalezy do okregu opisanego na A’B’C’. Podobnie analizujemy pozostate $rodki
odcinkow taczacych wierzchotki A i B z ortocentrum.

Uwaga Latwo zauwazy¢, ze Srodek okregu 9 punktéw jest srodkiem odcinka taczacego ortocentrum
ze srodkiem okregu opisanego na danym tréjkacie. Wiec jest to punkt z prostej Eulera (prosta
przechodzaca przez ortocentrum i srodek okregu opisanego).



Inwersja na ptaszczyznie
Definicja
Dany jest okrag w o srodku w punkcie O i promieniu r. Obrazem punktu A w inwersji wzgledem
okregu w jest punkt A’ z pétprostej O A taki, ze OA - OA = r? .
Fakt 1

Inwersja przeksztatca okregi nieprzechodzace przez srodek inwersji na okregi oraz okregi przechodzace
przez srodek inwersji na proste.

Fakt 2

Okrag wy # w przechodzi w inwersji wzgledem w na samego siebie wtedy i tylko wtedy gdy w jest
prostopadty do w.

Dowdd  Oznaczmy promien okregu w; przez R. w; musi przecina¢ sie z w w dwodch punktach.
Wystarczy wiec wykazaé¢, ze punkt w; najdalej potozony od $rodka inwersji przechodzi na punkt w;
najblizszy Srodka inwersji. Niech odlegtos¢ pomiedzy srodkami okregdw wynosi p. Wtedy

(p+R)(p—R) =1 & p =R+



Twierdzenie 6 (Feuerbacha)

Okrag 9 punktow trojkata ABC' jest styczny do okregu wpisanego w tréjkat ABC' i do trzech okregow
dopisanych do tego trojkata.

Dowdd Niech w; bedzie okregiem wpisanym w tréjkat ABC, wo niech bedzie okregiem dopisanym
do tréjkata ABC stycznym do boku BC' oraz w niech bedzie okregiem o srednicy wyznaczonej przez
punkty stycznos$ci X i Y wy z BC'iwy z BC. Z wniosku po NTG $rodek w to A’ czyli $rodek odcinka
BC'. Ponadto okrag w jest prostopadty do w; i do wo. Stad inwersja wzgledem w przeksztatca wq na
siebie i wy na siebie. Wykazemy, ze okrag 9 punktdéw przechodzi na prosta B1(C', ktéra jest wspdlna
styczna wewnetrzna do w; i w9 rézna od prostej BC' co natychmiast zakonczy dowdd.

Oznaczmy przez BC = a, AC =bi AB = c. Wtedy $rednica w, zaktadajac, ze b > ¢ wynosi b — c.
Stad stosujac tylko NTG mamy BCt = B;C' = b — c. Niech S bedzie punktem przeciecia stycznych

wewnetrznych. Z twierdzenia o dwusiecznej SB = ;7= i SC = ﬁbc
Z réwnoéci SB+ SA' + A'C = a dostajemy SA' = 229 Niech B” (C") bedzie punktem przeciecia

 2(b+e)
prostej B’A" (C'A’) z B1Cy. Tréjkaty SA’'B” i SBC, (SA'C" i SB1(C') sa podobne i dlatego

A'B"  SA alb—c)b+c b—c AC" SA alb—c)b+c b—c
b—c SB 2b+c) ac  2¢ b—c SC 2(b+c) ab  2b
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