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Kilka przydatnych twierdzeń geometrii.

Cze
↪
ść 1. Twierdzenie o siecznych i pote

↪
ga punktu

wzgle
↪
dem okre

↪
gu.

I.Teoria.

Twierdzenie 1.
Niech przez punkt A przchodza↪ dwie pó lproste. Na jednej z nich po lożone
sa↪ punkty B i C, na drugiej punkty D i E. Wtedy zachodzi naste↪puja↪ca
równoważność :
Punkty B,C,D,E leża↪ na jednym okre↪gu wtedy i tylko wtedy, gdy

AD ·AE = AC ·AB.

Twierdzenie 2.
Niech punkt A be↪dzie punktem przecie↪cia odcinków BC i DE. Wtedy zachodzi
naste↪puja↪ca równoważność :
Punkty B,C,D,E leża↪ na jednym okre↪gu wtedy i tylko wtedy, gdy

AD ·AE = AC ·AB.

Twierdzenie 3.
Jeżeli dany jest trójka↪t ABD i punkt C , leża↪cy na prostej AD, to zachodzi
naste↪puja↪ca równoważność :
Odcinek AB jest styczny do okre↪gu opisanego na trójka↪cie BDC wtedy i tylko
wtedy, gdy

AB2 = AC ·AD.

W poniższych zadaniach zobaczymy zastosowanie omówionych twierdzeń.

II. Zadania przyk ladowe.



Zadanie .
W równoleg loboku ABCD przeka↪tna AC jest d luższa niż BD. Okra↪g opisany
na trójka↪cie BCD przecina przeka↪tna↪ AC w punkcie M . Udowodnij, że BD
jest wspólna styczna↪ do okre↪gów opisanych na trójka↪tach ABM i ADM .

Zadanie .
(Rosja 1994). Oznaczmy w trójka↪cie ABC przez a, b, c d lugości jego boków
BC,AC,AB , a przez ma,mb,mc d lugości środkowych AA′, BB′, CC ′ ,
opuszczonych na te boki. Nech R oznacza promień okre↪gu opisanego na tym
trójka↪cie.
Udowodnić, że wtedy

a2 + b2

mc
+

b2 + c2

ma
+

c2 + a2

mb
≤ 12R.

III.Teoria.

Przypomnijmy twierdzenie o iloczynie d lugości odcinków siecznych poprowadzo
nych z punktu A przez okra↪g O. Ponieważ iloczyn ten zależy tylko od punktu
A i okre↪gu O możemy zdefiniować :
Definicja. Pote↪ga punktu A wzgle↪dem okre↪gu O o promieniu r i środku w
punkcie S jest zdefiniowana przez

PotO(A) = AS2 − r2.

Widać z tej definicji, że punkty wewna↪trz okre↪gu maja↪ ujemna↪ wartość
pote↪gi, punkty poza maja↪ dodatnia↪ wartość pote↪gi. Pote↪ga punktów na okre↪gu
jest równa zero.

Pote↪ge↪ punktu można też zdefiniować równoważnie jako iloczyn odleg lości
punktu A od dwóch punktach przecie↪cia dowolnej siecznej z A z okre↪giem. Na
przyk lad, niech sieczna wychodza↪ca z punktu A, leża↪cego na zewna↪trz okre↪gu,
przecina okra↪g w dwóch punktach M i N , a styczna z A ma punkt B wspólny z
okre↪giem. Poprowadźmy sieczna↪ przez A przechodza↪ca↪ca↪ przez środek okre↪gu i
przecinaja↪ca↪ okra↪g w punktach C i D . Wtedy na mocy powyższych twierdzeń
mamy

AB2 = AM ·AN = AC ·AD = (AS − r)(AS + r) = AS2 − r2.

Zauważmy teź, że pote↪ga punktu zewne↪trznego A wzgle↪dem okre↪gu jest równa
kwadratowi odcinka stycznej z punktu A.
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Lemat. Dany jest odcinek AB i liczba m. Zbiorem punktów X, które
spe lniaja↪ warunek

AX2 −BX2 = m

jest prosta prostopad la do AB.
Dowód.
Weźmy punkt X , spe lniaja↪cy warunki zadania i niech prosta prostopad la do
AB przechodza↪ca przez punkt X przecina prosta↪ AB w punkcie C. Wtedy

AX2 = AC2 + XC2

BX2 = XC2 + BC2.

Odejmuja↪c te równości stronami mamy

AX2 −BX2 = AC2 −BC2

= (AC −BC)(AC + BC) = (AB − 2BC)(AB) = m.

Sta↪d BC jest sta le, wie↪c punkt C nie zależy od wyboru punktu X. Zatem mamy
teze↪ udowodniona↪.

Z tego lematu wynika twierdzenie :

Twierdzenie 4. (Oś pote↪gowa). Dane sa↪ dwa okre↪gi. Osia↪ pote↪gowa↪ tych
dwóch okre↪gów nazywamy zbiór punktów, które maja↪ równa↪ pote↪ge↪ wzgle↪dem
obu okre↪gów. Zbiorem tych punktów jest prosta prostopad la do prostej  la↪cza↪cej
środki tych okre↪gów.

Twierdzenie 5.
Osie pote↪gowe trzech okre↪gów przecinaja↪ sie↪ w jednym punkcie lub sa↪ równoleg le.
Dowód.
Niech osie dwóch okre↪gów O i O′ oraz O i O′ przecinaja↪ sie↪ w punkcie A. Wtedy
pote↪gi punktu A wzgle↪dem okre↪gów O′ i O” też sa↪ równe, wie↪c punkt A leży
też na osi pote↪gowej okre↪gów O′ i O”.

Punkt przecie↪cia osi pote↪gowych zwany jest środkiem pote↪gowym tych trzech
okre↪gów. Istnieje on, gdy środki tych okre↪gów nie leża↪ na jednej prostej.

II. Zadania przyk ladowe.
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Zadanie .
Okra↪g o środku O wpisany w czworoka↪t wypuk ly ABCD jest styczny do boków
AB,BC,CD,DA w punktach K,L,M,N odpowiednio. Proste KL i MN
przecinaja↪ sie↪ w punkcie S. Udowodnij, że BD i OS sa↪ prostopad le.

Cze
↪
ść 2. i Twierdzenie Ptolemeusza.

I.Teoria.

Twierdzenie Ptolemeusza.
Niech dany be↪dzie czworoka↪t wypuk ly ABCD. Wtedy :
Na czworoka↪cie ABCD można opisać okra↪g wtedy i tylko wtedy , gdy

AB · CD + AD ·BC = AC ·BD.

Można udowodnić, że zachodzi twierdzenie ogólniejsze :
Twierdzenie (Nierówność Ptolemeusza.)
W dowolnym czworoka↪cie ABCD zachodzi

AB · CD + AD ·BC ≥ AC ·BD.

i równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy czworoka↪t można wpisać w okra↪g.

II. Zadania przyk ladowe.

Zadanie .
Na trójka↪cie równobocznym ABC opisano okra↪g. Punkt P leży na krótszym
 luku AC tego okre↪gu. Udowodnij, że PA + PC = PB.

Zadanie .
(MOM 97). W sześcioka↪cie wypuk lym ABCDEF mamy : AB = BC, CD =
DE, EF = FE. Udowodnij, że

BC

BE
+

DE

DA
+

FA

FC
≥ 3

2
.

Cze
↪
ść 3. Twierdzenie Cantora.
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By lo stwierdzenie :
Zadanie 1.Dane sa↪ punkty A,B. Udowodnić, że miejscem geometrycznym punktów
M takich, że AM2 −MB2 = k , k dana liczba, jest prosta prostopad la do AB.

Twierdzenie Cantora. Udowodnić, że proste prostopad le opuszczone z punktów
A1, B1, C1 na boki BC,CA,AB trójka↪ta ABC przecinaja↪ sie↪ w jednym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy

A1B
2 −BC2

1 + C1A
2 −AB2

1 + B1C
2 − CA2

1 = 0.

Zadanie .
Dany jest trójka↪t równoboczny ABC i dowolny punkt D. Niech A1, B1, C1 be↪da↪
środkami okre↪gów wpisanych na trójka↪tach BCD,CAD,ABD. Udowodnić, że
proste prostopad le opuszczone z punktów A,B,C na proste B1C1, C1A1, A1B1

przecinaja↪ sie↪ w jednym punkcie.

Rozwia↪zanie.
Niech A2, B2, C2 oznaczaja↪ rzuty punktów A1, B1, C1 na BC,AC,AB. Prostopad le
do boków trójka↪ta równobocznego w punktach A1, B1, C1 przechodza↪ przez
punkty A2, B2, C2. Z równości odcinków stycznych mamy BA2 = AB+BD−CD

2 ,

CA2 = AB+CD−BD
2 . Jeżeli wypiszemy analogiczne równości dla pozosta lych

punktów, możemy sprawdzić, że równanie z twierdzenia Cantora jest spe lnione
dla rzutów punktów A1, B1, C1 na boki BC,CA,AB. Ale równość w twierdze-
niu Cantora jest symetryczna, wie↪c mamy teze↪.
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