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Kilka przydatnych twierdzen geometrii.

Czes¢ 1. Twierdzenie o siecznych i potega punktu
wzgledem okregu.

I.Teoria.

Twierdzenie 1.
Niech przez punkt A przchodza dwie pétproste. Na jednej z nich polozone
sa punkty B i C, na drugiej punkty D i E. Wtedy zachodzi nastepujaca
rownowaznosc :
Punkty B, C, D, E leza na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy

AD-AE = AC - AB.

Twierdzenie 2.
Niech punkt A bedzie punktem przeciecia odcinkéw BC' i DE. Wtedy zachodzi
nastepujaca rownowaznosé :
Punkty B,C, D, E leza na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy

AD - AE = AC - AB.

Twierdzenie 3.
Jezeli dany jest tréjkat ABD i punkt C | lezacy na prostej AD, to zachodzi
nastepujaca rownowaznos¢ :
Odcinek AB jest styczny do okregu opisanego na tréjkacie BDC wtedy i tylko
wtedy, gdy

AB? = AC - AD.

W ponizszych zadaniach zobaczymy zastosowanie omoéwionych twierdzen.

II. Zadania przykiladowe.



Zadanie .
W réwnolegtoboku ABC D przekatna AC jest dtuzsza niz BD. Okrag opisany
na tréjkacie BC'D przecina przekatna AC w punkcie M. Udowodnij, ze BD
jest wspolna styczna do okregéw opisanych na tréjkatach ABM i ADM.

Zadanie .
(Rosja 1994). Oznaczmy w tréjkacie ABC przez a,b,c dlugosci jego bokéw
BC,AC, AB , a przez m,, my, m,. dlugodci érodkowych AA’, BB',CC" ,
opuszczonych na te boki. Nech R oznacza promien okregu opisanego na tym
tréjkacie.

Udowodni¢, ze wtedy
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III.Teoria.

Przypomnijmy twierdzenie o iloczynie dtugosci odcinkéw siecznych poprowadzo
nych z punktu A przez okrag O. Poniewaz iloczyn ten zalezy tylko od punktu
A i okregu O mozemy zdefiniowaé :

Definicja. Potega punktu A wzgledem okregu O o promieniu r i §rodku w
punkcie S jest zdefiniowana przez

Poto(A) = AS? — 2.

Widaé z tej definicji, ze punkty wewnatrz okregu maja ujemng wartosé
potegi, punkty poza maja dodatnia wartosé¢ potegi. Potega punktéw na okregu
jest réwna zero.

Potege punktu mozna tez zdefiniowaé¢ rownowaznie jako iloczyn odleglosci
punktu A od dwéch punktach przeciecia dowolnej siecznej z A z okregiem. Na
przyklad, niech sieczna wychodzaca z punktu A, lezacego na zewnatrz okregu,
przecina okrag w dwdch punktach M i N, a styczna z A ma punkt B wspdlny z
okregiem. Poprowadzmy sieczna przez A przechodzacaca przez srodek okregu i
przecinajaca okrag w punktach C'i D . Wtedy na mocy powyzszych twierdzen
mamy

AB? = AM - AN = AC - AD = (AS — r)(AS +7) = AS? — 2.

Zauwazmy tez, ze potega punktu zewnetrznego A wzgledem okregu jest réwna
kwadratowi odcinka stycznej z punktu A.



Lemat. Dany jest odcinek AB i liczba m. Zbiorem punktéw X, ktére
spelniaja warunek
AX?-BX?=m
jest prosta prostopadla do AB.
Dowdd.
Wezmy punkt X , speliajacy warunki zadania i niech prosta prostopadia do
AB przechodzaca przez punkt X przecina prosta AB w punkcie C. Wtedy

AX? = AC® + XC?
BX? = XC?+ BC”.
Odejmujac te rownosci stronami mamy
AX? — BX? = AC? — BC?

= (AC — BC)(AC + BC) = (AB — 2BC)(AB) = m.

Stad BC jest stale, wiec punkt C' nie zalezy od wyboru punktu X. Zatem mamy
teze udowodniona,.

7 tego lematu wynika twierdzenie :

Twierdzenie 4. (O$ potegowa). Dane sa dwa okregi. Osia potegowa tych
dwoch okregéw nazywamy zbiér punktéw, ktére maja réwna potege wzgledem
obu okregéw. Zbiorem tych punktéw jest prosta prostopadia do prostej taczacej
srodki tych okregow.

Twierdzenie 5.
Osie potegowe trzech okregdw przecinaja sie w jednym punkcie lub sa réwnolegte.
Dowdd.
Niech osie dwéch okregdéw O i O’ oraz O i O’ przecinaja siec w punkcie A. Wtedy
potegi punktu A wzgledem okregéw O i O” tez sa réwne, wiec punkt A lezy
tez na osi potegowej okregéw O’ 1 O”.

Punkt przeciecia osi potegowych zwany jest srodkiem potegowym tych trzech
okregéw. Istnieje on, gdy $rodki tych okregéw nie leza na jednej proste;j.

I1. Zadania przykladowe.



Zadanie .

Okrag o srodku O wpisany w czworokat wypukly ABCD jest styczny do bokéw
AB,BC,CD,DA w punktach K, L, M, N odpowiednio. Proste KL i MN
przecinaja sie w punkcie S. Udowodnij, ze BD i OS sa prostopadte.

Czesc¢ 2. i Twierdzenie Ptolemeusza.

I.Teoria.

Twierdzenie Ptolemeusza.
Niech dany bedzie czworokat wypukly ABCD. Wtedy :
Na czworokacie ABC'D mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy , gdy

AB-CD+ AD-BC = AC - BD.

Mozna udowodnié, ze zachodzi twierdzenie ogdlniejsze :
Twierdzenie (Nier6wnosé¢ Ptolemeusza.)
W dowolnym czworokacie ABC D zachodzi

AB-CD+ AD-BC > AC - BD.

i rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat mozna wpisa¢ w okrag.
I1. Zadania przykladowe.

Zadanie .
Na tréjkacie réwnobocznym ABC opisano okrag. Punkt P lezy na krétszym
tuku AC tego okregu. Udowodnij, ze PA + PC = PB.

Zadanie .
(MOM 97). W szesciokacie wypuklym ABCDEF mamy : AB = BC, CD =
DE, EF = FE. Udowodnij, ze

BC DB FA_3
BE DA FC — 2

Czes$¢ 3. Twierdzenie Cantora.



Byto stwierdzenie :
Zadanie 1.Dane sa punkty A, B. Udowodnié, ze miejscem geometrycznym punktéw
M takich, ze AM? — MB? =k , k dana liczba, jest prosta prostopadla do AB.

Twierdzenie Cantora. Udowodnié, ze proste prostopadle opuszczone z punktow
Ay, B1,C1 na boki BC,CA, AB tréjkata ABC przecinaja sie w jednym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy

AyB* — BC? 4+ C1A* — AB? + B,C? —CA? = 0.

Zadanie .
Dany jest tréjkat rownoboczny ABC' i dowolny punkt D. Niech A;, By, C; beda
srodkami okregéw wpisanych na tréjkatach BC'D,CAD, ABD. Udowodni¢, ze
proste prostopadle opuszczone z punktéw A, B, C na proste B1C1,C1 A1, A1 By
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie.
Niech Ay, By, Cs oznaczaja rzuty punktow A, By, Ch na BC, AC, AB. Prostopadte
do bokéw tréjkata réwnobocznego w punktach Ap, By, Cy przechodza przez
punkty As, Ba, C3. Z réwnosci odcinkéw stycznych mamy BA; = w,
CAy, = W . Jezeli wypiszemy analogiczne réwnoéci dla pozostatych
punktéw, mozemy sprawdzié, ze rOwnanie z twierdzenia Cantora jest spelione
dla rzutéw punktow A, By, Cy na boki BC,CA, AB. Ale r6wno$é¢ w twierdze-

niu Cantora jest symetryczna, wiec mamy teze.



