Tematy do opracowania na warsztatach 2010.05.08.
Wydzial MiNI PW
Temat: Calka i szczescie.

1. Zaprojektowaé¢ system mierzenia ilosci szcze$cia dla indywidual-
nych oséb.

Wskazowki:
Projekt powinien zawiera¢ miedzy innymi
e Wyjasnienie teoretyczne podstaw dzialania systemu.

e Sposéb pobierania informacji o nastroju uzytkownika (reczny lub au-
tomatyczny). Nie powinien on by¢ uciazliwy dla uzytkownika, najle-
piej jesli robilyby to jakies czujniki automatycznie, na przyktad kame-
ra i program odczytujacy nastrdj z obrazu twarzy. Program mogtby
sie¢ na poczatku uczy¢ rozpoznawania humoru uzytkownika.

e Opis interfejsu uzytkownika.
e Algorytm przetwarzania danych.
e Sposéb prezentacji wynikow.

e Plan wprowadzenia produktu na rynek.
2. Uzasadnié, ze funkcja gérnej granicy calkowania jest ciggla.

Wskazéwki:
Zakladamy, ze calkowana funkcja f : [a,b] — R jest ograniczona, to znaczy
istnieje stala M > 0 taka, ze dla wszystkich x z przedziatu [a, b]

~M < flz) <M

(Dla tego rodzaju calek, o ktérych tu méwimy, zawsze przyjmuje sie, ze
ten warunek jest spelniony.)

Sprobowaé znalezé prostokat zawierajacy zaciemniong figure (Rys. 2) i
ktorego pole bedzie sie zmniejszato do zera, kiedy punkt u bedzie sie przy-
blizal do punktu ug.

3. Uzasadnié, ze jesli funkcja f jest ciagla w punkcie u, to funkcja

F(z) = / £(t) dt

ma w punkcie u pochodng réwna f(u).



Wskazéwki:
Sprobowaé wykorzystaé fakt, ze licznik ilorazu rézniczkowego
F(u—+h) — F(u)
h

odpowiada polu figury, ktéra niemal jest prostokatem (Rys. 3).
Co sie dzieje z ilorazem réznicowym, kiedy h jest coraz blizsze zeru?

4. Uzasadnié, ze je$li funkcja ma w jakim$ punkcie pochodna, to
jest w tym punkcie ciggla.

Wskazowka:

Wezmy dowolny ciag x,, zbiezny do punktu zg, w ktérym funkcja f ma
pochodna.

Mozemy wprowadzi¢ oznaczenie

flan) = flzo)
Up = — f'(x0)
In — 0
Sprawdzié¢ co dzieje sie z u,, kiedy n rosnie do nieskonczonosci.
Wyliczy¢ z powyzszej réwnosci f(x,) 1 zastanowié sie, co sie dzieje, kiedy
n rosnie do nieskonczonosci.

5. Znalezé pole pod wykresem funkcji y = 2" na przedziale [0, 1],
przy czym n jest dowolna liczba naturalng.

Wskazowki:
Znalez¢ wzér na pochodng funkeji f(z) = 2. W tym celu mozna skorzy-
staé ze wzoru

P — P = (u—v) (WP uP 2o+ uP 0% 4 uP 2 4P

Korzystajac ze wzoru na znaleziona pochodng odgadnaé funkcje, ktérej
pochodna ma postaé x”.
Skorzysta¢ ze wzoru wiazacego catke z pochodna.

6. Jak korzystajac z Rysunku 4 ,,odkry¢” wzoér na pole kota?

7. Jak korzystajac z Rysunku 5 ,,odkry¢” wzoér na pole kota?



8.

9.

10.

11.

Jak korzystajac z Rysunku 6 ,,odkryé¢” wzér na pole kota?

Uzasadni¢ Zasade Cavalieriego, ktéra méwi, ze jesli dla dwéch
figur plaskich istnieje prosta taka, ze dla kazdej prostej do niej
réwnoleglej przeciecie z jedna i druga figura jest odcinkiem o
takiej samej dtugosci (Rys. 7), to figury maja takie same pola
powierzchni. (Dla ré6znych prostych w tej rodzinie te przeciecia
moga mieé ré6zne dlugosci.)

Wskazoéwki:

Na Rysunku 7 rodzina prostych réwnolegltych to proste pionowe.
Zastanowi¢ sie jak zapisa¢ pole takie figury przy pomocy calki, przy czym
gérne i dolne ograniczenie potraktowac jako wykresy funkcji.

Figura ma w przestrzeni ksztalt taki, jak na Rysunku 8, to zna-
czy jest ograniczona przez dwie pltaszczyzny pionowe. Przypu-
$§émy, ze znamy pole powierzchni przekroju kazdej z plaszczyzn
réwnoleglych do tych dwéch z nasza figura. Jakim wzorem moz-
na wtedy wyrazié jej objetos¢?

Na tej podstawie mozna sformulowac Zasade Cavalieriego w prze-
strzeni.

Wskazéwki:

Mozna sobie wyobrazi¢, ze figura sklada sie z wielu bardzo cienkich pla-
sterkéw, a kazdy z nich jest walcem (krzywoliniowym) o znanym polu
podstawy.

W kazdym punkcie (z,y) prostokata, jak na Rysunku 9, dana
jest nieujemna liczba f(z,y), a powstala w ten sposéb funkcja
jest ciggta.

Podac¢ interpretacje kazdej z calek

/ab (/Cdf(x,y)dy> dv /Cd (/abf(wdx) dy

i uzasadni¢ stad ich réwnosé.

Wskazoéwki:
Zastanowic si¢ najpierw jak zinterpretowa¢ dla kazdego ustalonego x catke

/ )y



12.

13.

14.

i dla kazdego ustalonego y catke

/abf(x,y) dx

Skorzystaé z rozwiazania problemu, w ktérym wyznacza sie objetosé figury
znajac jej przekroje plaszczyznami.

Rozwazamy ruch jednostajnie przy$pieszony, prostoliniowy, z pred-

koscig poczatkowa ré6wna zero, to znaczy predkosé w kazdej chwi-
li t > 0 dana jest wzorem v(t) = at.

Uzasadni¢, ze odcinki drogi przebyte w réwnych odcinkach czasu,
poczawszy od chwili zerowej, sa do siebie w proporcji kolejnych
liczb nieparzystych (1:3:5:...), a odcinki drogi przebytej od
poczatku sg w proporcji kolejnych kwadratéw liczb naturalnych
(1:4:9:...).

Wskazoéwki:

Skorzystac z tego, ze droga jest catka predkosci i z interpretacji catki jako
pola pod wykresem. Skorzystaé z sugestii podanych na Rysunku 10.

Uzasadnié, ze w ruchu prostoliniowym, jednostajnie przyspieszo-
nym, istnieje taka predkos$¢ stala w czasie pomiedzy a i b, dzieki
ktoérej przybyloby sie taki sam odcinek drogi.

Uzasadnié, ze jesli funkcja f jest ciagla na odcinku [a,b], to ist-
nieje taka warto$¢ v w tym przedziale, ze

b
/ f(@)de = f(u)- (b—a)

Wskazéwki:
Sposéb uzasadnienia jest podpowiedziany na Rysunku 11.

Uzasadnié, ze

1+1+1+1+ =1
1-2 23 3.4 4.5 7

Wskazowki:



15.

Przedstawié inaczej utamek ﬁ (jako réznice dwoch ulamkéw). Pod-

stawié te reprezentacje do skonczonej sumy

! + ! +...+ !
1-2 23 777 plp+1)
i sprébowaé uproscié¢ to wyrazenie.
Uzasadnié, ze
1+ L + ! + = + +
—+ -+ -4... =4
2 3 4

Wiskazowki:
Skorzystaé z sugestii ponizej (uzasadnij te nieréwnosci) :
1 1 1
311 > 3
1 1 1 1 1
stetT7ts > 3
1 1 1 1 1
w1 T T Ty T > 3

Odcinek [a,b] dzielimy na n réwnych czesci i zastepujemy calke,
tak jak na rysunkach 12 i 13, przez

e sume poél prostokatéw (metoda prostokatéw);
e sume poél trapezéw (metoda trapezéw).
Napisaé odpowiednie wzory na te sumy.
Napisaé program (jesli znasz jaki$ jezyk programowania) na ob-

liczanie takich sum; zbadaé zachowanie sie bledu bezwzglednego
i wzglednego przy rosngcym n dla kilku przyktadowych funkcji.



