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Przykªad 1 � labirynt

Chcemy przeprowadzi¢ robota przez labirynt. Dysponujemy
kontrolerem z czterema przyciskami (↑, ↓,←,→), które pozwalaj¡
porusza¢ robotem w jednym z czterech kierunków.

Poprawna jest np. sekwencja →→↑↑, ale te» ↑↑→↓↓→←→↑↑
(niektóre pola odwiedzamy wi¦cej ni» raz).
Które sekwencje pozwalaj¡ na doj±cie do wyj±cia?
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Przykªad 1 � labirynt

Z ka»dym polem mo»emy skojarzy¢ mo»liwe ruchy i pola, do
których one prowadz¡.

Wtedy labirynt mo»emy zapisa¢ jako zbiór mo»liwych stanów i
przej±¢ mi¦dzy stanami.

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Stan 1 jest stanem wej±ciowym, a stan 9 jest stanem akceptuj¡cym.
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Przykªad 2 � automat ze sªodyczami

Automat wymienia »etony na sªodycze. Batonik kosztuje 1 »eton, a
napój 2 »etony. Automat nie wydaje reszty.

0 »etonów 1 »eton ≥ 2 »etony

wydaj batonik wydaj napój

»eton »eton
wybór napoju »eton

wybór batonika wybór napoju
wybór batonika
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Deterministyczny automat sko«czony

Automat jest abstrakcyjn¡ maszyn¡, któr¡ mo»na sterowa¢
wysyªaj¡c symbole steruj¡ce z pewnego sko«czonego zbioru,
zwanego alfabetem. Automat skªada si¦ z:

1 stanów, w tym
dokªadnie jednego stanu wej±ciowego (ozn. strzaªk¡)
co najmniej jednego stanu akceptuj¡cego (ozn. podwójn¡ lini¡)

2 przej±¢ mi¦dzy stanami (przej±cie jest w postaci: je±li
znajdujesz si¦ w stanie x i wczytasz symbol a, przejd¹ do stanu
y).

1

2

3

4

0

1

0

1

01 1

0
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Notka historyczna

Automaty sko«czone byªy od dawna u»ywane (w sposób
nieformalny) przy konstrukcji urz¡dze« elektrycznych i
mechanicznych.

Pierwszy formalny opis automatów pochodzi z roku 1943.
Zawdzi¦czamy go dwóm neurobiologom(!) McCullochowi i
Pittsowi. Automaty sªu»yªy do modelowania komórek w
mózgu czªowieka.

Prawdziw¡ karier¦ automaty zacz¦ªy wraz z pocz¡tkiem ery
komputerów.
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Sªowa akceptowane przez automat

Je±li Σ jest alfabetem danego automatu, a w sªowem (czyli ci¡giem
znaków) z alfabetu Σ, mówimy, »e:

automat akceptuje sªowo w , je±li po jego wczytaniu znajduje
si¦ w jednym ze stanów akceptuj¡cych

automat odrzuca sªowo w , je±li po jego wczytaniu znajduje si¦
w innym stanie

1

2

3

4

0

1

0

1

01 1

0

Paweª Rz¡»ewski Nowe »ycie starych automatów



Sªowa akceptowane przez automat

Je±li Σ jest alfabetem danego automatu, a w sªowem (czyli ci¡giem
znaków) z alfabetu Σ, mówimy, »e:

automat akceptuje sªowo w , je±li po jego wczytaniu znajduje
si¦ w jednym ze stanów akceptuj¡cych

automat odrzuca sªowo w , je±li po jego wczytaniu znajduje si¦
w innym stanie

1

2

3

4

0

1

0

1

01 1

0

Czy automat akceptuje sªowo 101010?

TAK
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J¦zyk akceptowany przez automat

Zbiór sªów akceptowanych przez automat nazywamy j¦zykiem

akceptowanym przez automat. J¦zyk ten mo»e by¢ sko«czony lub
niesko«czony.

Jaki jest j¦zyk akceptowany przez poni»szy automat?

1 2

1

1

0 0

Automat ten akceptuje wszystkie sªowa nad alfabetem {0, 1}, w
których wyst¦puje parzysta liczba jedynek.
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Wyra»enia regularne

Wyra»enia regularne s¡ wygodnym sposobem opisu j¦zyków
akceptowanych przez automaty.
Wyra»enia regularne skªadaj¡ si¦ z symboli j¦zyka i trzech
operatorów:

1 Sumy (|) � oznaczaj¡cej alternatyw¦
2 Kontatenacji (czyli sklejenia)

aa(a|b|c) oznacza, »e w j¦zyku znajduj¡ si¦ sªowa aaa, aab,
aac

3 Gwiazdki Kleena (∗) � oznaczaj¡cej powtórzenie danego ci¡gu
dowoln¡ liczb¦ razy (w tym 0!)

(ab)∗ oznacza, »e w j¦zyku znajduj¡ si¦ sªowa: puste (ozn.
przez ε), ab, abab, ababab itd.

Wi¦cej o konstuowaniu wyra»e« regularnych b¦dzie na warsztatach.
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Wyra»enia regularne

Jaki j¦zyk jest opisywany przez poni»sze wyra»enie regularne?

(0|1| . . . |9)(0|1| . . . |9)− (0|1| . . . |9)(0|1| . . . |9)(0|1| . . . |9)

S¡ to napisy w postaci XX�XXX, gdzie pod znakiem X mo»e by¢
dowolna cyfra. Kody pocztowe w Polsce maj¡ tak¡ wªa±nie posta¢.

Wyra»enia regularne (i automaty) stosowane s¡ powszechnie przy
sprawdzaniu poprawno±ci wpisanych danych (np. w formularzach
na stronie internetowej, kompilatorach itp.).

Jakie wyra»enie regularne opisuje adres emailowy?
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Wyra»enia regularne

A

C

B

D

E F

a

a

c

c

a,b

a,b

bb cc

Jaki j¦zyk akceptuje ten automat?

(bb)∗ac∗|(bb)∗bac∗

Ale kiedy przyjrzymy si¦ bli»ej, oka»e si¦, »e mo»na to wyra»enie
upro±ci¢ do postaci b∗ac∗.

A D

E

a

c a,b

b c
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J¦zyki regularne i nieregularne

J¦zyki, które mog¡ by¢ opisane wyra»eniem regularnym nazywamy
regularnymi. Czy istniej¡ j¦zyki nieregularne?

Oczywi±cie :).

Rozwa»my j¦zyk skªadaj¡cy si¦ ze sªów w postaci
000 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(k ≥ 0).

Nietrudno zauwa»y¢, »e nie da si¦ skonstruowa¢ automatu
sko«czonego, który akceptowaªby taki j¦zyk.
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Niedeterministyczny automat sko«czony

Przypu±¢my, »e nasz automat po wczytaniu symbolu ma mo»liwo±¢
wyboru jednego z kilku przej±¢. . .

1

2

3 4

a

a

b

a

b

Automat akceptuje dane sªowo, je»eli istnieje taki wybór
dozwolonych przej±¢, »e automat zako«czy wczytywanie sªowa w
stanie akceptuj¡cym.
Ponadto, je»eli np. w stanie 1 automat wczyta symbol b, od razu
odrzuca caªe sªowo.
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Niedeterministyczny automat sko«czony

Jakie j¦zyki s¡ akceptowane przez automaty niedeterministyczne?

1

2

3 4

a

a

b

a

b

J¦zyk dla tego automatu opisuje wyra»enie (ab|a)ab∗.

J¦zyki akceptowane przez automaty niedeterministyczne to j¦zyki
regularne � czyli dla ka»dego automatu niedeterministycznego
istnieje automat deterministyczny, akceptuj¡cy ten sam j¦zyk!
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Zagadka

Ross Ashby, 1956

Pewien bardzo stary dom jest nawiedzany przez duchy � sªycha¢ w
nim ±miech i grobowe wycie. Zauwa»ono, »e granie na organach i
zapalanie kadzidªa wpªywa na zachowanie duchów.

(brak akcji
oznaczamy przez �)

cisza ±

±,w w

O �/OK

O/K �

�

O/K

�/OK

O

OK K
K

OK
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Zagadka

Ross Ashby, 1956

cisza ±

±,w w

O �/OK

O/K �

�

O/K

�/OK

O

OK K
K

OK

Znajd¹ sekwencj¦ akcji, które ucisz¡ duchy, niezale»nie co aktualnie
robi¡.

Tak¡ sekwencj¡ jest na przykªad �,OK,O.
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Sªowo synchronizuj¡ce

Sªowem synchronizuj¡cym dla danego automatu nazywamy takie
sªowo, »e niezale»nie z którego stanu rozpoczniemy wczytywanie
sªowa, sko«czymy zawsze w tym samym stanie.

Automat, który ma sªowo synchronizuj¡ce, nazywamy
synchronizowalnym.
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Automaty synchronizowalne w robotyce

Jeden z elementów u»ywanych na linii produkcyjnej ma nast¦puj¡cy
ksztaªt:

Elementy powinny zosta¢ posortowane i poprawnie ustawione przed
wysªaniem ich na lini¦ produkcyjn¡. Pocz¡tkowo element mo»e
znajdowa¢ si¦ w jednej z pozycji:

W jaki sposób automatycznie ustawi¢ te elementy we wªa±ciwej
pozycji?
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pozycji?
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Automaty synchronizowalne w robotyce

Dobre rozwi¡zanie powinno by¢:

zawsze skuteczne

proste (i co za tym idzie, tanie)

szybkie � chcemy unikn¡¢ dªugiego zajmowania si¦ jednym
elementem

Elementy b¦d¡ nadchodzi¢ po kolei na ta±mie produkcyjnej.
B¦dziemy u»ywali dwóch typów przeszkód:

Wysokiej

Niskiej
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Automaty synchronizowalne w robotyce

Analizuj¡c przej±cia mi¦dzy pozycjami, otrzymujemy nast¦puj¡cy
automat:

W,N

W

W W

N

NN

Znajduj¡c jak najkrótsze sªowo synchronizuj¡ce, mo»emy zbudowa¢
system przeszkód, które ustawi¡ elementy we wªa±ciwej pozycji.
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Automaty synchronizowalne w robotyce

W,N

W

W W

N

NN

Powy»szy automat jest synchronizowany sªowem
N-W-W-W-N-W-W-W-N.
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Hipoteza �ernego

Interesuj¡ce s¡ jak najkrótsze sªowa synchronizuj¡ce.

Hipoteza � Jan �erný, 1964

Automat synchronizowalny o n stanach ma sªowo synchronizuj¡ce
dªugo±ci co najwy»ej (n − 1)2.

Hipoteza ta pozostaje otwarta.
Najlepsze znane oszacowanie to n(7n2+6n−16)

48
(Trahtman, 2011).

Zapraszamy na warsztaty.
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