
WSPÓ�RZ�DNE KARTEZJA�SKIE W Rn, n = 2, 3, 4.

R2 = {(x , y) : x , y ∈ R};

R3 = {(x , y , z) : x , y , z ∈ R};

R4 = {(x , y , z ,w) : x , y , z ,w ∈ R}.
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ODLEG�O�� PUNKTÓW W PRZESTRZENI EUKLIDESOWEJ
Rn, n = 2, 3, 4

Odlegªo±¢ punktów A = (xA, yA) i B = (xB , yB) w R2:

d(A,B) =
√
(xA − xB)2 + (yA − yB)2

Odlegªo±¢ punktów A = (xA, yA, zA) i B = (xB , yB , zB) w R3:

d(A,B) =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2

Odlegªo±¢ punktów A = (xA, yA, zA,wA) i B = (xB , yB , zB ,wB) w R4:

d(A,B) =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 + (wA − wB)2
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ZBIORY IZOMETRYCZNE

Zakªadamy, »e X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm. B¦dziemy mówili, »e zbiory X i Y s¡
izometryczne (inaczej, przystaj¡ce), je±li istnieje funkcja f z X na Y która
zachowuj¦ odlegªo±¢ mi¦dzy punktami, tzn. f speªnia warunek:

∀A,B ∈ X d(A,B) = d
(
f (A), f (B)

)
(dla dowolnych dwóch punktów A,B ∈ X odlegªo±¢ punktów A i B jest
taka sama, jak odlegªo±¢ punktów f (A) i f (B)).

Przykªadowo, dwa trójk¡ty s¡ przystaj¡ce, je±li dªugo±ci boków w pierwszym
trójk¡cie s¡ takie, jak dªugo±ci odpowiednich boków w drugim trójk¡cie.
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Odcinek w Rn jest to zbiór K ⊂ Rn izometryczny z przedziaªem
domkni¦tym < A,B >⊂ R. Dwa odcinki s¡ izometryczne wtedy i tylko
wtedy, gdy s¡ jednakowej dªugo±ci.

Odcinek o ko«cach A i B w Rn jest zbiorem wszystkich punktów postaci
A+ t ·

−→
AB , t ∈< 0, 1 >

Operacje na punktach i wektorach w R4 okre±lone s¡ podobnie jak w R2 i
R3
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Prosta w Rn jest podzbiorem Rn izometrycznym z prost¡ R.

Pªaszczyzna w Rn jest podzbiorem Rn izometrycznym z pªaszczyzn¡ R2.

Trójwymiarowa hiperpªaszczyzna w R4 jest to zbiór H ⊂ R4 izometryczny z
przestrzeni¡ R3

Wymienione powy»ej zbiory s¡ wypukªe (zbiór X jest wypukªy, je±li dla
dowolnych punktów A,B ∈ X ª¡cz¡cy je odcinek jest zawarty w X ).
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Przez ka»de 2 punkty w Rn, n = 2, 3, 4, mo»na przeprowadzi¢ prost¡.

Przez ka»de 3 punkty w Rn, n = 3, 4, mo»na przeprowadzi¢ co najmniej
jedn¡ pªaszczyzn¦.

Przez ka»de 4 punkty w Rn, n = 4, mo»na przeprowadzi¢ co najmniej jedn¡
hiperpªaszczyzn¦ trójwymiarow¡.
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Wzory okre±laj¡ce iloczyn skalarny wektorów −→u ,−→v w R2, R3 i R4:

[xu, yu] ◦ [xv , yv ] = xuxv + yuyv

[xu, yu, zu] ◦ [xv , yv , zv ] = xuxv + yuyv + zuzv

[xu, yu, zu,wu] ◦ [xv , yv , zv ,wv ] = xuxv + yuyv + zuzv + wuwv

−→u ◦ −→v =| −→u | · | −→v | · cosα

gdzie | −→u |=
√
u ◦ u, | −→v |=

√
v ◦ v to dªugo±ci wektorów −→u i −→v , za± α

jest k¡tem mi¦dzy −→u i −→v .

Zatem je±li wektory −→u i −→v s¡ niezerowe, to zachodzi równo±¢

cosα =
−→u ◦ −→v

| −→u | · | −→v |
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Z równo±ci cosα =
−→u ◦−→v
|−→u |·|−→v | wynika, »e

a) wektory −→u i −→v s¡ prostopadªe ⇐⇒ −→u ◦ −→v = 0

b) k¡t mi¦dzy wektorami −→u i −→v jest ostry ⇐⇒ −→u ◦ −→v > 0

c) k¡t mi¦dzy wektorami −→u i −→v jest rozwarty ⇐⇒ −→u ◦ −→v < 0
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K¡t mi¦dzy odcinkami AB i AC w R4 okre±lamy nast¦puj¡co:
przeprowadzamy pªaszczyzn¦ P przechodz¡c¡ przez punkty A,B i C , a
nast¦pnie mierzymy k¡t mi¦dzy AB i AC na pªaszczy¹nie P .
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Przykªad 1. Obliczymy cosinus k¡ta mi¦dzy przek¡tnymi w
dwudziesto±cianie foremnym.
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−→
OA = [0, 1, ϕ],

−→
OB = [0,−1, ϕ]
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cosβ = [0,1,ϕ]◦[0,−1,ϕ]√
02+12+ϕ2·
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Twierdzenie. Dla dowolnej prostej L ⊂ R2 istnieje niezerowy wektor
−→v ∈ R2 prostopadªy do L. Dodatkowo ka»dy wektor −→u ∈ R2 prostopadªy
do L musi by¢ postaci −→u = k · −→v dla pewnej liczby k ∈ R.

Twierdzenie. Dla dowolnej pªaszczyzny P ⊂ R3 istnieje niezerowy wektor
−→v ∈ R3 prostopadªy do P . Dodatkowo ka»dy wektor −→u ∈ R3 prostopadªy
do P musi by¢ postaci −→u = k · −→v dla pewnej liczby k ∈ R.

Twierdzenie. Dla dowolnej hiperpªaszczyzny trójwymiarowej H ⊂ R4

istnieje niezerowy wektor −→v ∈ R4 prostopadªy do H. Dodatkowo ka»dy
wektor −→u ∈ R4 prostopadªy do H musi by¢ postaci −→u = k · −→v dla pewnej
liczby k ∈ R.
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Przykªad 2. Obliczymy cosinus k¡ta mi¦dzy ±cianami w dwunasto±cianie
foremnym.
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Znajd¦ dwa niezerowe wektory: −→v ⊥ PABM i −→w ⊥ PABN .
Oznacz¦ szukane wspóªrz¦dne wektora −→v przez a, b, c , wtedy
−→v = [a, b, c]. Wtedy zachodz¡ równo±ci:
−→v ◦
−→
AB = 0, −→v ◦

−−→
AM = 0,−→

AB = [2− 2ϕ, 0, 0],
−−→
AM = [2− ϕ, 1, 1− ϕ]

St¡d wynika, »e
[a, b, c] ◦ [2− 2ϕ, 0, 0] = 0, [a, b, c] ◦ [2− ϕ, 1, 1− ϕ] = 0
St¡d uzyskujemy ukªad równa«:{

(2− 2ϕ) · a = 0
(2− ϕ) · a+ 1 · b + (1− ϕ) · c = 0{

a = 0
b + (1− ϕ) · c = 0{
a = 0
b = (ϕ− 1) · c

Je±li przyjm¦ np. c = 1 to uzyskam wektor −→v = [0, ϕ− 1, 1]
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Podobnie, oznacz¦ wspóªrz¦dne wektora −→w przez d , e, f , wtedy
−→w = [d , e, f ]. Wtedy zachodz¡ równo±ci:
−→w ◦
−→
AB = 0, −→w ◦

−→
AN = 0,−→

AB = [2− 2ϕ, 0, 0],
−→
AN = [2− ϕ,−1, 1− ϕ]

St¡d wynika, »e
[d , e, f ] ◦ [2− 2ϕ, 0, 0] = 0, [d , e, f ] ◦ [2− ϕ,−1, 1− ϕ] = 0
St¡d uzyskujemy ukªad równa«:{

(2− 2ϕ) · d = 0
(2− ϕ) · d − 1 · e + (1− ϕ) · f = 0{

d = 0
−e + (1− ϕ) · f = 0{
d = 0
e = (1− ϕ) · f

Je±li przyjm¦ np. f = 1 to uzyskam wektor −→w = [0, 1− ϕ, 1]
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Sprawdzam teraz znak iloczynów:
−→v ◦
−→
AN = [0, ϕ− 1, 1] ◦ [2−ϕ,−1, 1−ϕ] = −ϕ+ 1+ 1−ϕ = 2− 2ϕ < 0

−→w ◦
−−→
AM = [0, 1− ϕ, 1] ◦ [2− ϕ, 1, 1− ϕ] = 1− ϕ+ 1− ϕ = 2− 2ϕ < 0

Wynika st¡d, »e je±li zaczepimy wektor −→v w punkcie A to b¦dzie on
tworzyª z wektorem

−→
AN k¡t rozwarty, czyli koniec tego wektora nie znajduje

si¦ po tej stronie pªaszczyzny PABM po której znajduje si¦ dwunasto±cian.
Podobnie stwierdzamy, »e koniec wektora −→w zaczepionego w punkcie A nie
znajduje si¦ po tej stronie pªaszczyzny PABN po której znajduje si¦
dwunasto±cian. Zatem »eby obliczy¢ k¡t mi¦dzy ±cianami musz¦ jeden z
tych wektorów zamieni¢ na wektor przeciwny, wezm¦ np.
−→u = −−→w = [0, ϕ− 1,−1]
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cosβ =
−→u ◦−→v
|−→u |◦|−→v | =
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Ka»dy wielok¡t w R2 mo»na przedstawi¢ jak sko«czon¡ sum¦ trójk¡tów.

Ka»dy wielo±cian w R3 mo»na przedstawi¢ jako sko«czon¡ sum¦
czworo±cianów (czyli ostrosªupów o podstawie trójk¡ta).

Jak wygl¡da czterowymiarowy odpowiednik odcinka, trójk¡ta i
czworo±cianu?
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4-wymiarowym sympleksem S w R4 nazywamy zbiór utworzony
nast¦puj¡co:

Rozwa»amy dowolne 4 punkty A,B,C ,D w R4 które nie le»¡ na jednej
pªaszczy¹nie oraz trójwymiarow¡ hiperpªaszczyzn¦ H zawieraj¡c¡ te punkty.
W zbiorze H mo»emy utworzy¢ czworo±cian (czyli ostrosªup o podstawie
trójk¡ta) którego wierzchoªkami s¡ A,B,C i D. We¹my teraz dowolny
punkt E który le»y poza H. S b¦dzie sum¡ wszystkich odcinków ª¡cz¡cych
punkt E z punktami nale»¡cymi do opisanego powy»ej czworo±cianu.
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Sympleks 4-wymiarowy S ma 5 ±cian wymiaru 3, które s¡ czworo±cianami o
wierzchoªkach nale»¡cych do zbioru {A,B,C ,D,E}. �ciany tych
czworo±cianów, ich kraw¦dzie i wierzchchoªki b¦dziemy równie» nazywa¢
±cianami S (odpowiednio wymiaru 2,1 i 0).
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Hipersze±cianem o kraw¦dzi a > 0 w R4 jest zbiór wszystkich punktów
których wszystkie wspóªrz¦dne nale»¡ do przedziaªu < 0, a >, a tak»e
dowolny zbiór izometryczny z opisanym.
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Przykªad 3. Obliczymy k¡t mi¦dzy dwiema przek¡tnymi w hiperkostce w
R4, wychodz¡cymi z dwóch wierzchoªków poª¡czonych wspóln¡ kraw¦dzi¡.
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We¹my np. przek¡tn¡ o ko«cach A = [0, 0, 0, 0] i P = [1, 1, 1, 1] oraz drug¡
przek¡tn¡ o ko«cach I = [0, 0, 0, 1] i H = [1, 1, 1, 0], oznaczmy:

u =
−→
AP = [1− 0, 1− 0, 1− 0, 1− 0] = [1, 1, 1, 1],

v =
−→
IH = [1− 0, 1− 0, 1− 0, 0− 1] = [1, 1, 1,−1].

Wtedy szukany k¡t jest k¡tem α mi¦dzy wektorami −→u i −→v , a zatem:

cosα =
−→u ◦ −→v

| −→u | · | −→v |
St¡d mamy

cosα =
[1, 1, 1, 1] ◦ [1, 1, 1,−1]√

12 + 12 + 12 + 12 ·
√

12 + 12 + 12 + (−1)2
=

1+ 1+ 1− 1√
4 ·
√
4

=
1
2

St¡d mamy równo±¢

α = 60◦
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Przykªad 4. Oblicz¦ k¡t mi¦dzy nieprostopadªymi trójwymiarowymi
±cianami sympleksu o wierzchoªkach A = (0, 0, 0, 0), B = (1, 0, 0, 0),
C = (0, 1, 0, 0), D = (0, 0, 1, 0) i E = (0, 0, 0, 1).
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Znajd¦ dwa niezerowe wektory −→v ⊥ HABCD i −→w ⊥ HBCDE .
Oznacz¦ szukane wspóªrz¦dne wektora −→v przez a, b, c , d , wtedy
−→v = [a, b, c , d ]. Wtedy zachodz¡ równo±ci:
−→v ◦
−→
AB = 0, −→v ◦

−→
AC = 0, −→v ◦

−→
AD = 0−→

AB = [1, 0, 0, 0],
−→
AC = [0, 1, 0, 0],

−→
AD = [0, 0, 1, 0]

St¡d wynika, »e
[a, b, c , d ] ◦ [1, 0, 0, 0] = 0, [a, b, c , d ] ◦ [0, 1, 0, 0] = 0,
[a, b, c , d ] ◦ [0, 0, 1, 0] = 0,
St¡d uzyskujemy ukªad równa«:

a = 0
b = 0
c = 0

Je±li przyjm¦ np. d = 1 to uzyskam wektor −→v = [0, 0, 0, 1]

Obliczam teraz iloczyn −→v ◦
−→
AE = [0, 0, 0, 1] ◦ [0, 0, 0, 1] = 1 > 0
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Oznacz¦ szukane wspóªrz¦dne wektora −→w przez e, f , g , h, wtedy
−→w = [e, f , g , h]. Wtedy zachodz¡ równo±ci:
−→w ◦
−→
BC = 0, −→w ◦

−→
BD = 0, −→w ◦

−→
BE = 0−→

BC = [−1, 1, 0, 0],
−→
BD = [−1, 0, 1, 0],

−→
BE = [−1, 0, 0, 1]

St¡d wynika, »e
[e, f , g , h] ◦ [−1, 1, 0, 0] = 0, [e, f , g , h] ◦ [−1, 0, 1, 0] = 0,
[e, f , g , h] ◦ [−1, 0, 0, 1] = 0,
St¡d uzyskujemy ukªad równa«:
−e + f = 0
−e + g = 0
−e + h = 0
e = f
e = g
e = h

Je±li przyjm¦ np. e = 1 to uzyskam wektor −→w = [1, 1, 1, 1]

Obliczam teraz iloczyn −→w ◦
−→
EA = [1, 1, 1, 1] ◦ [0, 0, 0,−1] = −1 < 0
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Szukam k¡ta α mi¦dzy wektorami −→v = [0, 0, 0, 1] i −→w = [1, 1, 1, 1]

cosα =
−→v ◦−→w
|−→v |·|−→w | =

[0,0,0,1]◦[1,1,1,1]√
02+02+02+12·

√
12+12+12+12

= 0+0+0+1√
1·
√
4

= 1

2
,

czyli α = 60◦.
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