WSPOLRZEDNE KARTEZJANSKIE W R”, n=2,3,4.

R? = {(x,y) : x,y € R};

R®={(x,y,2) : x,y,z € R};

R4 = {(X,y,Z7 W):X,y,Z,W GR}
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ODLEGLOSC PUNKTOW W PRZESTRZENI EUKLIDESOWEJ
R"”, n=2,3,4

Odlegtos¢ punktéw A = (xa,ya) i B = (xg,ys) w R?:

d(A,B) = \/(XA —xg)?> + (va — yB)?

Odlegtos¢ punktéw A = (xa, ya,za) i B = (xg,ys,2z8) w R>:

d(A,B) = \/(xa —xa)2 + (va — y8)? + (24— 28)?

Odlegtos¢ punktéw A = (xa, ya, za, wa) i B = (xg,yB, 25, wg) w R*:

d(A,B) = /(xa— xe)? + (va— yg)? + (24 — 28)? + (wa — w)?
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ZBIORY IZOMETRYCZNE

Zaktadamy, ze X C R", Y C R™. Bedziemy méwili, ze zbiory X i Y s3
izometryczne (inaczej, przystajace), jesli istnieje funkcja f z X na Y ktéra
zachowuje odlegtos¢ miedzy punktami, tzn. f spetnia warunek:

VA,Be X d(A B)=d(f(A),f(B))

(dla dowolnych dwéch punktéw A, B € X odlegtos¢ punktéw A i B jest
taka sama, jak odlegtos¢ punktéw f(A) i f(B)).

Przyktadowo, dwa tréjkaty sa przystajace, jesli dtugosci bokéw w pierwszym
tréjkacie sg takie, jak dtugosci odpowiednich bokéw w drugim tréjkacie.
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Odcinek w R” jest to zbiér K C R" izometryczny z przedziatem
domknietym < A, B >C R. Dwa odcinki s3 izometryczne wtedy i tylko
wtedy, gdy sa jednakowej dtugosci.

Odcinek o koAncach Ai B w R" jest zbiorem wszystkich punktéw postaci
Att-AB te<0,1>

/|

B

t=1

Operacje na punktach i wektorach w R* okreslone sa podobnie jak w R? i
R3
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Prosta w R" jest podzbiorem R” izometrycznym z prosta R.
Ptaszczyzna w R” jest podzbiorem R” izometrycznym z ptaszczyzng R2.

Tréjwymiarowa hiperptaszczyzna w R* jest to zbiér H C R* izometryczny z
przestrzenig R3

Wymienione powyzej zbiory sa wypukte (zbiér X jest wypukty, jesli dla
dowolnych punktéw A, B € X faczacy je odcinek jest zawarty w X).
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Przez kazde 2 punkty w R", n = 2,3,4, mozna przeprowadzi¢ prosta.

Przez kazde 3 punkty w R", n = 3,4, mozna przeprowadzi¢ co najmniej
jedna ptaszczyzne.

Przez kazde 4 punkty w R", n = 4, mozna przeprowadzi¢ co najmniej jedna
hiperptaszczyzne tréjwymiarows.
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Wzory okreslajace iloczyn skalarny wektoréw o, V w R2, R3 i R*:

[Xu7}/u] ° [Xw}/v] = XuXv + YuYv
[XuanZu] © [Xvayva Zv] = XyXy + YuYv + ZuZy

[Xu;yM Zy, Wu] o [XV7yV7 Zy, Wv] = XyXy + YuYv + Zyzy, + wyw,

ToV=|U||V]| cosa
gdzie | 7 |=uou, | V |=/vov to dlugosci wektoréw o i V, zas o

jest katem miedzy U i

Zatem jesli wektory U i V' s3 niezerowe, to zachodzi réwnosé

@
STV
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Z réwnosci cosa = |7|?|7| wynika, ze

a) wektory U i V sg prostopadte < TWoV =0
b) kat miedzy wektorami iV jest ostry <—- ToV >0
c) kat miedzy wektorami UiV jestrozwarty <= doV <0
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Kat miedzy odcinkami AB i AC w R* okreslamy nastepujaco:
przeprowadzamy ptaszczyzne P przechodzch przez punkty A, B i C, a
nastepnie mierzymy kat miedzy AB i AC na ptaszczyznie P.

+W
z
,,/”///// /%\\
\\ - \ v
\
\
A \
\ 3
\ - -
//// > X
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Przyktad 1. Obliczymy cosinus kata miedzy przekatnymi w
dwudziestoscianie foremnym.

A=(0,1,¥), B=(0,-1,¥),
C=(0,1,-¥), D=(0,-1,-¥),
E=(¥.0,1), F=(¢,0,-1),
G=(-¥,0,1), H=(-»,0,-1),
1=(1,%,0), J=(-1,¥,0),
K=(1,-¥,0), L=(-1,-¥,0)

1++5
p=—

(PW)
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A=(0,1,%), B=(0,-1,%),
C=(0,1,-%), D=(0,-1,-¢),
E=(¢,0,1), F=(¥,0,-1),
G=(- £,0,1), H=(-%,0,-1),
1=(1,#,0), J=(-1,%#,0),
K=(1,-9,0), L=(-1,-¢,0)

1++5
p=—

OA — [0,1, ¢], 0B = [0,—1,¢]
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[0,1,¢]0[0,—1,¢] w21
cos = =
’ V01242 f024(-1)2 42 7
( )2 _ (\/§+1)2 _ 542641 _ 64+2V5 _ V543
Yy =73 = 4 =% T 2
V543 2 v/5+1

cosf=—2Z 2—"2 - 1+v6 _ 1+v6  5-v6 _ 5—v645v6-5 __ 45 _
\/E,2+3+% \/§2+5 5++/5 5+v5 5—/5 25—5 20

VB

5
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Twierdzenie. Dla dowolnej prostej L C R? istnieje niezerowy wektor
V € R? prostopadty do L. Dodatkowo kazdy wektor & € R? prostopadty
do L musi by¢ postaci U =k-V dla pewnej liczby k € R.

Twierdzenie. Dla dowolnej ptaszczyzny P C R3 istnieje niezerowy wektor
V € R3 prostopadty do P. Dodatkowo kazdy wektor 7 € R3 prostopadty
do P musi by¢ postaci U =k-V dla pewnej liczby k € R.

Twierdzenie. Dla dowolnej hiperptaszczyzny tréjwymiarowej H C R*
istnieje niezerowy wektor vV eR* prostopadty do H. Dodatkowo kazdy
wektor T € R* prostopadty do H musi by¢ postaci U =k-V dla pewne;
liczby k € R.
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Przyktad 2. Obliczymy cosinus kata miedzy Scianami w dwunastoscianie

foremnym.

A=(#-1,0,9), B=(1-©,0,%),
C=(9-1,0,-9), D=(1- ,0,- ),
E=(%,%-1,0), F=(¢,1-¥,0),
G=(- ¢,£-1,0), H=(-©,1-9,0),
1=(0, @, %-1), J=(0,%,1-©),
K=(0,-p,9-1), L=(0,- £,1-¥),
M=(1,1,1), N=(1,-1,1),
O=(-1,1,1), P=(-1,-1,1),
R=(1,1,-1), 8=(1,-1,-1),
T=(-1,1,-1), U=(-1,-1,-1)
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Znajde dwa niezerowe wektory: V L Pagmi W L Pagn.
Oznacze szukane wspdtrzedne wektora v przez a, b, c, wtedy
V = [a, b, c]. Wtedy zachodza réwnosci:
VoAB=0,7oAM =0,

AB =[2—20,0,0,, AM=[2—¢,1,1— ¢

Stad wynika, ze

[a,b,c]o[2—2¢,0,0] =0, [a,b,c]o[2—¢,1,1—¢] =0
Stad uzyskujemy uktad réwnan:

(2-2p)-a =0

@) atl-b+(1—¢)-c =0
a =0
+(1—-¢)-c =0

(.
FEs

przyjme np ¢ =1 to uzyskam wektor V = [0, —1,1]
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Podobnie, oznacze wspétrzedne wektora W przez d, e, f, wtedy
W = [d, e, f]. Wtedy zachodza réwnosci:
WoAB=0,WoAN=0,
AB =[2—20,0,0], AN =[2— ¢, —1,1 — ¢]
Stad wynika, ze
[d,e,flo[2—2¢,0,0] =0, [d,e,flo[2—¢,—1,1—¢] =0
Stad uzyskujemy uktad réwnan:
(2-2p)-d =0
2—¢)-d—1-e+(1—¢p)-f =0

d =0
{—e+(1—<ﬁ)-f =0
d =0
{e =(1-9)-f

Jesli przyjme np. f =1 to uzyskam wektor W = [0,1 — ¢, 1]
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Spravv_d)zam teraz znak iloczynéw:
VoAN=1[0,p—1,1]0[2—¢,—1,1—¢] = —p+1+1—p=2—-20<0

—
WoAM =[0,1—¢,1]o[2—p,1,1—¢]=1—p+1—p=2—-20<0

Wynika stad, ze jesli zaczepimy wektor Vow punkcie A to bedzie on
tworzyt z wektorem AN kat rozwarty, czyli koniec tego wektora nie znajduje
sie po tej stronie ptaszczyzny Pagpy po ktérej znajduje sie dwunastoscian.
Podobnie stwierdzamy, ze koniec wektora w zaczepionego w punkcie A nie
znajduje sie po tej stronie ptaszczyzny Pagy po ktérej znajduje sie
dwunastoscian. Zatem zeby obliczy¢ kat miedzy Scianami musze jeden z
tych wektoréw zamieni¢ na wektor przeciwny, wezme np.

U =-—w=1[0¢-1,-1]
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cosf = dovV_ _ [0,0—1,—1]0[0,p—1,1] _ (p=1)2-1
[T o[ V] V02 (p-1)24(—1)2.1 /024 (p—1)2+12  (p—1)*+1

(p—1)2 = (\/§2+1 —2)2 = (\/52—1)2 _ 5—2f+1 _ 6—12‘\/5 _ —\/2§+3

2

—V543 _ 2 —5+1
CosB= —2-—2——2 _1=V5_1-V6 50V6 _ 54v6 565 _
—\/2§+3+% —\/2§+5 5—/5 5—v5 5+6 25—5
—4v5 _ -6
20 — b
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Kazdy wielokat w R?> mozna przedstawi¢ jak skoficzong sume tréjkatéw.

Kazdy wielocian w R3 mozna przedstawi¢ jako skoficzona sume
czworoscianéw (czyli ostrostupéw o podstawie trojkata).

Jak wyglada czterowymiarowy odpowiednik odcinka, tréjkata i
czworo$cianu?
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4-wymiarowym sympleksem S w R* nazywamy zbiér utworzony
nastepujaco:

Rozwazamy dowolne 4 punkty A, B, C, D w R?* ktére nie leza na jednej
ptaszczyznie oraz tréjwymiarowa hiperptaszczyzne H zawierajaca te punkty.
W zbiorze H mozemy utworzyé czworoscian (czyli ostrostup o podstawie
tréjkata) ktérego wierzchotkami sa A, B, C i D. Wezmy teraz dowolny
punkt E ktéry lezy poza H. S bedzie suma wszystkich odcinkéw taczacych
punkt E z punktami nalezacymi do opisanego powyzej czworoscianu.

w
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v

Sympleks 4-wymiarowy S ma 5 $cian wymiaru 3, ktére s3 czworoscianami o
wierzchotkach nalezacych do zbioru {A, B, C, D, E}. Sciany tych
czworo$cianéw, ich krawedzie i wierzchchotki bedziemy réwniez nazywaé
$cianami S (odpowiednio wymiaru 2,1 i 0).
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Hiperszescianem o krawedzi a > 0 w R* jest zbiér wszystkich punktéw
ktérych wszystkie wspétrzedne nalezg do przedziatu < 0,a >, a takze
dowolny zbidr izometryczny z opisanym.

0D —» 1D 1D — 2D 2D —» 3D 3D — 4D
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Przyktad 3. Obliczymy kat miedzy dwiema przekatnymi w hiperkostce w
R*, wychodzacymi z dwéch wierzchotkéw potaczonych wspélng krawedzia.

A

(0.0, 1,00

10, 0,0,0)
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A=(0,0,0,0), B=(1,0,0,0),
C=(0,1,0,0), D=(1,1,0,0),

E=(0,0,1,0), F=(1,0,1,0),
\ L G=(0,1,1,0), H=(1,1,1,0),

\ 1=(0,0,0,1), J=(1,0,0,1),
I J K=(0,1,0,1), L=(1,1,0,1),

M=(0,0,1,1), N=(1,0,1,1),
\ H 0=(0,1,1,1), P=(1,1,1,1)
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Wezmy np. przekatng o koricach A=[0,0,0,0]i P =[1,1,1, 1] oraz druga
przekatna o koncach / =10,0,0,1] i H = [1,1,1,0], oznaczmy:
u=AP=[1-01-01-01-0=[L111]
v=IH=[1-01-01-00-1]=[1,1,1,-1].

Wtedy szukany kat jest katem o miedzy wektorami 7 i V, a zatem:

cos ToV
o =
Kiid
Stad mamy
[1,1,1,1] 0 [1,1,1, —1] 1+14+1-1 1

cosa = = ==

VIZH 12412412 /12 12 412 4 (-1)2 Va4 2
Stad mamy réwnosé¢

a = 60°
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Przyktad 4. Oblicze kat miedzy nieprostopadtymi tréjwymiarowymi
$cianami sympleksu o wierzchotkach A =(0,0,0,0), B =(1,0,0,0),
¢ =(0,1,0,0), D=(0,0,1,0) i E=(0,0,0,1).

WA z
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Znajde dwa niezerowe wektory V L Hagep i W L Hecpe.
Oznacze szukane wspdtrzedne wektora v przez a, b, c, d, wtedy
V =[a, b, ¢, d]. Wtedy zachodza réwnosci:

VoAB =0,V oAC =0,V oAD

AB = [1,0,0,0], AC =[0,1,0,0], H)) [0,0,1,0]

Stad wynika, ze

[a, b,c,d]0[1,0,0,0] =0, [a,b,c,d]2[0,1,0,0] =0,

[a, b,c,d]0[0,0,1,0] =0,

Stad uzyskujemy uktad réwnan:

a =0
b =0
c =0

Jesli przyjme np. d =1 to uzyskam wektor V= [0,0,0,1]
Obliczam teraz iloczyn V o AE = [0,0,0,1]0[0,0,0,1] =1 >0
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Oznacze szukane wspétrzedne wektora W przez e, f,g, h, wtedy
W=1lef, g, h] Wtedy zachodza réwnosci:

W o Q 0, ? =0, Wo ﬁ 0

B¢ = [-1,1,0, 01 BD — [~1,0,1,0], BE = [1,0,0,1]

Stad wynika, ze

le,f,g,h]o[-1,1,0,0] =0, [e,f,g,h] o[-1,0,1,0] =0,
[e,f,g,h]o[-1,0,0,1] =0,

Stad uzyskujemy uktad réwnan:

—e+f =0
—-e+g =0
—e+h =0
e =f
e =8
e =h

Jesli przyjme np. e =1 to uzyskam wektor W = =[1,1,1,1]
Obliczam teraz ||oczyn o EA =[1,1,1,1]0[0,0,0,-1]=-1<0
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Szukam kata a miedzy wektorami V = [0,0,0,1] i W= [1,1,1,1]

. [VI-IW] = V0240240241212 412412112 Viva 2!
czyli o = 60°.
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