Z.asada szufladkowa
Dirichleta I111.
Zadania bardzo trudne.
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Podstawowe sformulowanie

Zasada szufladkowa
Dirichleta.

Jezell mamy n szufladek
oraz co namnie] n+1
przedmiotow 1 umieszczamy
wszystkie przedmioty w
szufladkach, to w co
najmnie] jednej szufladce
znajdzie sile¢ co najmnie]
jeden przedmiot.
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Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie

. . . « |IN . »
sle na pewno co najmnie] [ﬂ przedmiotow.



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie
n

sle na pewno co najmniej [ﬂ przedmiotow.
« Uwaga:

— Symbol [x]| (czyt. ,sufit z liczby x’) — jest
to najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza
niz x, np. [1.5] = 2



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie
n

sle na pewno co najmniej [ﬂ przedmiotow.
« Uwaga:

— Symbol [x]| (czyt. ,sufit z liczby x’) — jest
to najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza
niz x, np. [1.5| =2, |n] = 4



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie
n

sle na pewno co najmniej [ﬂ przedmiotow.
« Uwaga:

— Symbol [x]| (czyt. ,sufit z liczby x’) — jest
to najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza
niz x, np. |1.5] = 2, 7] = 4,[8] = 8.



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie

. . . « |IN . »
sle na pewno co najmnie] [ﬂ przedmiotow.

* Przyklad:



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie

. . . « |IN . »
sle na pewno co najmnie] [ﬂ przedmiotow.

* Przyklad:

— Majac 13 kulek, ktore wkladamy do np. 5
pudelek, to jesteSmy pewni, ze w jednym

. . .. .13
znajda sie co najmnie] [?} =



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie

. . . « |IN . »
sle na pewno co najmnie] [ﬂ przedmiotow.

* Przyklad:

— Majac 13 kulek, ktore wkladamy do np. 5
pudelek, to jesteSmy pewni, ze w jednym

znajda sie co najmniej [ | = 3 kulki.

5
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» Zadanie z zerami 1 jedynkq. ;



Zadanie z zerami 1 jedynka.

 Niech liczba naturalna a> 1 nie dzieli
sie przez 2 anl przez 5. Udowodnij,
ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje
taka potega liczby a, ktora konczy sie
na 000...01.

n




Zadanie z zerami 1 jedynka.

« Rozwazmy ciag 10" kolejnych poteg

liczby a, mianowicie: a,

n
a, a® a’, .., atl".



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« Rozwazmy ciag 10" kolejnych poteg
liczby a, mianowicie: a,

n
a, a® a’, .., atl".

 Wyznaczamy ich reszty z dzielenia przez
10™.



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« Rozwazmy ciag 10" kolejnych poteg
liczby a, mianowicie: a,

n
a, a® a’, .., atl".

 Wyznaczamy ich reszty z dzielenia przez
10™. Reszta nie moze by¢ 0, poniewaz
liczba a jest wzglednie pierwsza z 2,5.



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« Rozwazmy ciag 10" kolejnych poteg
liczby a, mianowicie: a,

n
a, a® a’, .., atl".

 Wyznaczamy ich reszty z dzielenia przez
10™. Reszta nie moze by¢ 0, poniewaz
liczba a jest wzglednie pierwsza z 2,5.
Stad moze byc¢ tylko 10™ — 1 mozliwych
reszt z dzielenia:



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« Rozwazmy ciag 10" kolejnych poteg
liczby a, mianowicie: a,

n
a, a® a’, .., atl".

 Wyznaczamy ich reszty z dzielenia przez
10™. Reszta nie moze by¢ 0, poniewaz
liczba a jest wzglednie pierwsza z 2,5.
Stad moze byc¢ tylko 10™ — 1 mozliwych
reszt z dzielenia:
1,2,3,...,10" — 1.



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« 7 zasady szufladkowej Dirichleta dwie z
poteg, dajmy na to a” oraz at (dla t < k)

daja taka sama reszte z dzielenia przez
10™. Czyli1:



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« 7 zasady szufladkowej Dirichleta dwie z
poteg, dajmy na to a” oraz at (dla t < k)
daja taka sama reszte z dzielenia przez
10™. Czyli1:

10"a* —at & 10™at(a*"t —1)



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« 7 zasady szufladkowej Dirichleta dwie z
poteg, dajmy na to a” oraz at (dla t < k)
daja taka sama reszte z dzielenia przez
10™. Czyli1:

10"a* —at & 10™at(a*"t —1)

e Poniewaz a! jest wzglednie pierwsze z

10™, to mus1 zachodzic 10"|(ak‘t—1),



Zadanie z zerami 1 jedynka.

« 7 zasady szufladkowej Dirichleta dwie z
poteg, dajmy na to a” oraz at (dla t < k)
daja taka sama reszte z dzielenia przez
10™. Czyli1:

10"a* —at & 10™at(a*"t —1)

e Poniewaz a! jest wzglednie pierwsze z
10™, to mus1 zachodzic 10"|(ak‘t — 1),
czyli a®~t konczy sie 000 ...01.

n
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Zadanie z jedynkami.

* Niech n  bedzie liczba naturalna,
ktora nie dziel1 sie przez 2 ani przez 5.
Udowodnyiy, ze 1stnieje taka
wielokrotnos¢ liczby n, ktéra sklada sie
wylacznie z jedynek.



Zadanie z jedynkami.

* Niech n  bedzie liczba naturalna,
ktora nie dziel1 sie przez 2 ani przez 5.
Udowodnyiy, ze 1stnieje taka
wielokrotnos¢ liczby n, ktéra sklada sie
wylacznie z jedynek.

* Dla np. trojki wielokrotnoscig jest 111 =
337 :



Zadanie z jedynkami.

* Niech n  bedzie liczba naturalna,
ktora nie dziel1 sie przez 2 ani przez 5.
Udowodnyiy, ze 1stnieje taka
wielokrotnos¢ liczby n, ktéra sklada sie
wylacznie z jedynek.

* Dla np. trojki wielokrotnoscig jest 111 =
3-37 : a dla si0demki
111111 =7 - 15873.



Zadanie z jedynkami.

 Rozwiazanie:

 Rozwazmy n liczb
1,11,...,11...11

e oraz 1ch reszty z dzielenia przez n



Zadanie z jedynkami.

Rozwigzanie:

Rozwazmy n liczb
1,11,...,11...11

oraz ich reszty z dzielenia przez n. Jezeli
wsrod tych reszt znajdzie sie 0, to
znalezliSmy szukana liczbe.



Zadanie z jedynkami.

 Rozwiazanie:

 Rozwazmy n liczb
1,11,...,11...11

* oraz 1ch reszty z dzielenia przez n. Jezeli
wsrod tych reszt znajdzie sie 0, to
znalezliSmy szukana liczbe. Gdy nie, to
mozliwe reszty to: 1,2,.,n—1.



Zadanie z jedynkami.

 Rozwiazanie:

 Rozwazmy n liczb
1,11,...,11...11

* oraz 1ch reszty z dzielenia przez n. Jezeli
wsrod tych reszt znajdzie sie 0, to
znalezliSmy szukana liczbe. Gdy nie, to
mozliwe reszty to: 1,2,..,n—1. dJest 1ch
mnie] niz liczb, wiec z zasady szufladkowe;]
znajda, sie dwie takie, ktére daja taka sama,
reszte z dzielenia przez n.



Zadanie z jedynkami.

e Stad ich réznica
1111....111000...000



Zadanie z jedynkami.

e Stad ich réznica
1111....111000...000

* dziel1 sie przez liczbe n.



Zadanie z jedynkami.

e Stad ich réznica
1111....111000...000

* dziel1 sie przez liczbe n.

 Skoro n nie dzieli sie ani przez 2 ani
przez 5 , to mozemy pozby¢ sie
koncowych zer 1



Zadanie z jedynkami.

e Stad ich réznica
1111....111000...000

* dziel1 sie przez liczbe n.

 Skoro n nie dzieli sie ani przez 2 ani
przez 5 , to mozemy pozbyC sie
koncowych zer 1 wtedy liczba 1111...111
bedzie dzielita sie przez n. Koniec.
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* Osoby na spotkaniu



Osoby na spotkaniu

 Majac 6 os6b, wsrod nich znajdzie sie
na pewno trzy takie ktore sie w ogole

ze soba nie znaja, albo trzy takie,
ktore sie ze soba znaja.



Osoby na spotkaniu

 Majac 6 os6b, wsrod nich znajdzie sie
na pewno trzy takie ktore sie w ogole
ze soba nie znaja, albo trzy takie,
ktore sie ze soba znaja.

(Zaktadamy oczywiscie, ze relacja
znajomosci jest symetryczna, tzn. gdy A
zna B, to rowniez B zna A)



Osoby na spotkaniu

 Rozwiazanie: najpierw rozwiazemy lnny

problem ©
' :/5? 7
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Jednokolorowy trojkat

 Mamy 6 punktow na ptaszczyznie (zadne
trzy nie sa wspoélliniowe). Zaznaczamy
miedzy kazdymi dwoma albo czerwony
albo niebieski odcinek. Udowodnij,

ze zawsze znajdzie sie jednokolorowy
trojkat.



Jednokolorowy trojkat

* 7 jednego (obranego przez nas) punktu
wychodzi 5 odcinkéw:



Jednokolorowy trojkat

* 7 jednego (obranego przez nas) punktu
wychodzi 5 odcinkéw:




Jednokolorowy trojkat

* 7 jednego (obranego przez nas) punktu
wychodzi 5 odcinkéw:
—7 zasady szufladkowej Dirichleta, trzy
z nich beda tego samego koloru (dajmy
na to czerwonego).




Jednokolorowy trojkat

* 7 jednego (obranego przez nas) punktu
wychodzi 5 odcinkéw:




Jednokolorowy trojkat

* 7 jednego (obranego przez nas) punktu
wychodzi 5 odcinkéw:

— Rozwazmy teraz odcinki tlaczace krance
czerwonych odcinkow (czarne odcinki).




Jednokolorowy trojkat

* 7 jednego (obranego przez nas) punktu
wychodzi 5 odcinkéw:

— Rozwazmy teraz odcinki tlaczace krance
czerwonych odcinkow (czarne odcinki).

— Gdyby ktorys z nich byl czerwony — KONIEC,

mamy czerwony trojkat,




Jednokolorowy trojkat

* 7 jednego (obranego przez nas) punktu
wychodzi 5 odcinkéw:

— Rozwazmy teraz odcinki tlaczace krance
czerwonych odcinkow (czarne odcinki).

— Gdyby ktorys z nich byl czerwony — KONIEC,
mamy czerwony trojkat, w przeciwnym wypadku
mielibySmy trojkat niebieski © KONIEC.
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Osoby na spotkaniu, cd.

 Rozwiazanie: zadanie jest
Jjuz rozwiazane, jezeli ludzi
potraktujemy jako punkty

na plaszczyznie, oraz to, ze jezell sie
znaja, to polaczylibysmy ich kolorem
czerwonym, a gdyby sie nie znali,
to kolorem niebieskim



Osoby na spotkaniu, cd.

 Rozwiazanie: zadanie jest
Jjuz rozwiazane, jezeli ludzi
potraktujemy jako punkty

na plaszczyznie, oraz to, ze jezell sie
znaja, to polaczylibysmy ich kolorem
czerwonym, a gdyby sie nie znali,
to kolorem niebieskim - wiemy,
ze na pewno 1stnialby jednokolorowy
trojkat,



Osoby na spotkaniu, cd.

 Rozwiazanie: zadanie jest
Jjuz rozwiazane, jezeli ludzi
potraktujemy jako punkty

na plaszczyznie, oraz to, ze jezell sie
znaja, to polaczylibysmy ich kolorem
czerwonym, a gdyby sie nie znali,
to kolorem niebieskim - wiemy,
ze na pewno 1stnialby jednokolorowy
trojkat, stad albo trzy osoby w ogodle
by sie nie znaly, albo przeciwnie ©
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e Zadanie z IMO



Zadanie z IMO

 Majac szes¢ punktow na plaszczyznie,
z ktorych zadne trzy nie sg wspotliniowe,
oraz ktoérych odleglosci miedzy punktamai
sa paramil rozne, udowodnij, ze istnieje
taki odcinek, ktéry jest zarazem
najdiuzszym bokiem jednego trojkata
oraz najkréotszym  bokiem = innego
trojkata.



Zadanie z IMO

 Rozwiazanie:
— Kolorujemy odcinki w nastepujacy sposob:



Zadanie z IMO

 Rozwiazanie:
— Kolorujemy odcinki w nastepujacy sposob:

« czerwonym, gdy jest to odcinek, ktéry jest najkrotszy
w pewnym trojkacie



Zadanie z IMO

 Rozwiazanie:
— Kolorujemy odcinki w nastepujacy sposob:

« czerwonym, gdy jest to odcinek, ktéry jest najkrotszy
w pewnym trojkacie

* niebieskim, w przeciwnym przypadku.



Zadanie z IMO

 Rozwiazanie:
— Kolorujemy odcinki w nastepujacy sposob:
« czerwonym, gdy jest to odcinek, ktéry jest najkrotszy
w pewnym trojkacie
* niebieskim, w przeciwnym przypadku.
— 7 poprzedniego zadania wiemy, ze bedzie na pewno
jednokolorowy trojkat — czy moze by¢ to niebieski
trojkat?



Zadanie z IMO

 Rozwiazanie:

— Kolorujemy odcinki w nastepujacy sposob:
« czerwonym, gdy jest to odcinek, ktéry jest najkrotszy
w pewnym trojkacie
* niebieskim, w przeciwnym przypadku.

— 7 poprzedniego zadania wiemy, ze bedzie na pewno
jednokolorowy trojkat — czy moze by¢ to niebieski
trojkat? NIE — bo wtedy jeden z odcinkow musialby
by¢  najkrétszy, czyli bylby pomalowany
na czerwono.



Zadanie z IMO

 Rozwiazanie:

— Kolorujemy odcinki w nastepujacy sposob:

« czerwonym, gdy jest to odcinek, ktéry jest najkrotszy
w pewnym trojkacie
* niebieskim, w przeciwnym przypadku.

— 7. poprzedniego zadania wiemy, ze bedzie na pewno
jednokolorowy trojkat — czy moze by¢ to niebieski
trojkat? NIE — bo wtedy jeden z odcinkow musialby
by¢  najkrétszy, czyli bylby pomalowany
na Cczerwono.

— Mamy wiec trojkat czerwony — szukanym
odcinkiem jest najdluzszy z bokéw tego trojkata.



Zadanie z IMO

 Rozwiazanie:

— Kolorujemy odcinki w nastepujacy sposob:
« czerwonym, gdy jest to odcinek, ktéry jest najkrotszy
w pewnym trojkacie
* niebieskim, w przeciwnym przypadku.

— 7 poprzedniego zadania wiemy, ze bedzie na pewno
jednokolorowy trojkat — czy moze by¢ to niebieski
trojkat? NIE — bo wtedy jeden z odcinkow musialby
by¢  najkrétszy, czyli bylby pomalowany
na czerwono.

— Mamy wiec trojkat czerwony — szukanym
odcinkiem jest najdluzszy z bokéw tego trojkata.
Jest on zarazem najkrotszym odcinkiem w pewnym
trojkacie (Jako czerwony), oraz najdluzszym
W naszym czerwonym trojkacie.



Z.asada szufladkowa
Dirichleta I111.
Zadania bardzo trudne.
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