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Plan prezentaci

 Podstawowe sformutlowanie.
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Podstawowe sformulowanie

Zasada szufladkowa
Dirichleta.

Jezell mamy n szufladek
oraz co namnie] n+1
przedmiotow 1 umieszczamy
wszystkie przedmioty w
szufladkach, to w co
najmnie] jednej szufladce
znajdzie sile¢ co najmnie]
jeden przedmiot.
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Szachy.

Intensywny trening.
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Taka sama suma (IMO 1972)




Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie
n

sle na pewno co najmniej [ﬂ przedmiotow.
« Uwaga:

— Symbol [x]| (czyt. ,sufit z liczby x’) — jest
to najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza
niz x, np. |1.5] = 2, 7] = 4,[8] = 8.



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie

. . . « |IN . »
sle na pewno co najmnie] [ﬂ przedmiotow.

* Przyklad:

— Majac 13 kulek, ktore wkladamy do np. 5
pudelek, to jesteSmy pewni, ze w jednym

znajda sie co najmniej [ | = 3 kulki.

5
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Podstawowe sformutowanie.
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Taka sama suma (IMO 1972)




Punkty w prostokacie

« Udowodni¢, ze dwa sposrod szeSciu
punktow w prostokacie 3 X 4 sa odlegle

od siebie co najwyzej o V5.



Punkty w prostokacie

« Udowodni¢, ze dwa sposrod szeSciu
punktow w prostokacie 3 X 4 sa odlegle
od siebie co najwyzej o V5.

 Rozwiazanie:

— Dzielimy prostokat na pie¢ obszaréw, tak
jak na rysunku:




Punkty w prostokacie

« Majac 6 punktéw oraz 5 obszarow,
na pewno w jednym obszarze znajda sie
dwa punkty.



Punkty w prostokacie

 Latwo zauwazyc, ze najwieksza odleglosé
w pojedynczym obszarze wynosi dokladnie

V5.



Punkty w prostokacie

d |

 Latwo zauwazyc, ze najwieksza odleglosé
w pojedynczym obszarze wynosi dokladnie

V5.

* (Czerwony odcinek — z tw. Pitagorasa
otrzymujemy: 1% + 22 = d?, stad d = /5)
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Szachy

« 33 wleze ustawlone sa na planszy 8 X 8
do gry w szachy. Udowodni¢, ze mozna
wybrac¢ z nich 5, ktore nie atakuja sie
nawzajem.




Szachy

 Dzielimy szachownice na 8 ,diagonalnych
czescl’, tak jak na rysunku:







Szachy

 Dzielimy szachownice na 8 ,diagonalnych
czescl’, tak jak na rysunku:

"t

« Mamy wiec 8 pudetek, do ktérych
wkladamy 33 wieze, StTgl?’ w Jjednym

pudelku beda na pewno ?} =5 wieze.

Wieze w jednej grupie nie moga sie zbiac.
Koniec.
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Intensywny trening

* Michal chce s1e przygotowac
do zawodow. Chce ¢wiczy¢ przez 77 dni,
w tym w kazdym dniu chce co najmniej
raz odby¢ trening. Nie chce jednak odby¢
wiece] niz 132 treningl w ciagu 77 dni.
Udowodnij, ze 1stnieje ciag kilku dni
po sobie, w ktorych Michat odbyl
dokladnie 21 treningow.



Intensywny trening

* Niech a; oznacza liczbe treningow
odbytych przez Michala do dnia i-tego
wlacznie. Mamy wtedy ciag nieréwnosci:

1<a<a,<...<a,7, <132



Intensywny trening

* Niech a; oznacza liczbe treningow
odbytych przez Michala do dnia i-tego
wlacznie. Mamy wtedy ciag nieréwnosci:

1<a<a,<...<a,7, <132

* Dodajac stronami liczbe 21
otrzymujemy:
22 <a;+21<...<a,7+21 <153



Intensywny trening

22 <a;+21<...<a,7+21 <153
* Sposrod 154 liczb:
a;,as,..,ar7, a1 +21,...,a,;, + 21
znajduja, sie co najmnie] dwie takie same



Intensywny trening

22 <a;+21<...<a,7+21 <153
* Sposrod 154 liczb:
a{, ay, ..., A77,a4 + 21, ...,a,7 + 21
znajduja, sie co najmnie] dwie takie same
(zgodnie z zasada szufladkowa Dirichleta

— mamy 153 szufladki oraz 154
przedmioty)



Intensywny trening

22 <a;+21<...<a;7;+21 <153
* Sposrod 154 liczb:
a,as, .., ar7, a1 +21,..,a,- + 21

znajduja, sie co najmnie] dwie takie same.
Stad 1stnieja takie indeksy i, j, ze zachodzi:
aA; = Clj + 21



Intensywny trening

22 <a;+21<...<a;7;+21 <153
* Sposréod 154 liczb:
a,as, .., ar7, a1 +21,..,a,- + 21
znajduja, sie co najmnie] dwie takie same.
Stad 1stnieja takie indeksy i, j, ze zachodzi:
a; =a; + 21
Stad wynika, ze Michal odbyl dokltadnie 21
treningdbw w dniach: j+ 1, + 2, ..., 1.
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Podstawowe sformutowanie.
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Taka sama suma (IMO 1972)




Suma liczb

« Mamy n liczb catkowitych a4, a,,...,a,.
Udowodni¢, ze zawsze 1stnieje taki
podzbiér danych liczb, ktorych suma
dziel1 sie przez n.



Suma liczb

« Mamy n liczb catkowitych a4, a,,...,a,.
Udowodni¢, ze zawsze 1stnieje taki
podzbiér danych liczb, ktorych suma
dziel1 sie przez n.

 Rozwiazanie:

o Utwoérzmy n sum:
S1=044,5p =044 T Ay,53 =— A4 + a, + as, ...,
S, = aq +a, +az+...+a,




Suma liczb

S1=a4,S, = a4 +a,,S3 =a, +a, +as,..,
S, =a; +a, +az+...+a,

* Gdy ktoras z tych sum, dzieli sie przez n, to
koniec zadania. Gdy nie, to mamy n sum,
ktére moga dawaé nastepujace reszty =z
dzielenia przez n:

°+ 1,2,3,4,..,n—1




Suma liczb

S1=a4,S, = a4 +a,,S3 =a, +a, +as,..,
S, = aq+a, +az+...+a,

* Gdy ktoras z tych sum, dzieli sie przez n, to
koniec zadania. Gdy nie, to mamy n sum,
ktére moga dawaé nastepujace reszty =z
dzielenia przez n:

°+ 1,2,3,4,..,n—1

 Stad, =zgodnie =z =zasada szufladkowag
Dirichleta znajda si¢ dwie sumy s;,s;,
dajace te sama reszte z dzielenia przez n.




Suma liczb

» Zgodnie z zasada szufladkowsa Dirichleta
znajda, si¢ dwie sumy s;,s;, dajace t¢ sama
reszte z dzielenia przez n.

* (Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze j > i)



Suma liczb

» Zgodnie z zasada szufladkowsa Dirichleta
znajda, si¢ dwie sumy s;,s;, dajace t¢ sama
reszte z dzielenia przez n.

* (Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze j > i)

* Wtedy oczywiscie ich roznica s; —s; dziel
sle przez n.



Suma liczb

Zgodnie z zasada szufladkowa Dirichleta
znajda, si¢ dwie sumy s;,s;, dajace t¢ sama
reszte z dzielenia przez n.

(Bez straty ogo6lnos$ci zatézmy, ze j > i)
Wtedy oczywiscie ich roznica s; —s; dzieli
sle przez n.

Poniewaz:

Sj — S = Q41 + Ajiot... +Clj



Suma liczb

Zgodnie z zasada szufladkowa Dirichleta
znajda, si¢ dwie sumy s;,s;, dajace t¢ sama
reszte z dzielenia przez n.
(Bez straty ogo6lnos$ci zatézmy, ze j > i)
Wtedy oczywiscie ich roznica s; —s; dzieli
sle przez n.
Poniewaz:

Sj — S = Q41 + Ajiot... +Clj
To udalo nam sie znalez¢ szukana sume,
ktéra dziel1 sie przez n.



Plan prezentacj

»

 Taka sama suma (IMO 1972)



Taka sama suma (IMO 1972)

e Sposrod 10 roéznych, dwucyfrowych liczb
zawsze mozna wybra¢ dwa rozlaczne
podzbiory, ktérych sumy elementow sa
takie same.



Taka sama suma (IMO 1972)

e Sposrod 10 roéznych, dwucyfrowych liczb
zawsze mozna wybra¢ dwa rozlaczne
podzbiory, ktérych sumy elementow sa
takie same.

 Np. majac liczby: 15,16,20,24,25,30,33,
37,39,99 mozna wybraé¢ podzbiory:
{15,16,30} oraz {24,37}. Suma 1ich
elementow wynosi 61.



Taka sama suma (IMO 1972)

e Zbiér 10 — elementowy ma dokladnie 219 —
1 = 1023 niepustych podzbiorow.



Taka sama suma (IMO 1972)

e Zbiér 10 — elementowy ma dokladnie 219 —
1 = 1023 niepustych podzbiorow.

« Suma liczb w kazdym 2z podzbioréw
na pewno jest <10-99=990 , stad
z zasady szufladkowej 1stnieja, dwa rozne
podzblory 51,52 (niekoniecznie rozitaczne)
o takiej] samej sumie.



Taka sama suma (IMO 1972)

Zbiér 10 — elementowy ma dokladnie 219 —
1 = 1023 niepustych podzbiorow.

Suma liczb w kazdym z podzbiloréw
na pewno jest <10-99=990 , stad
z zasady szufladkowej 1stnieja, dwa rozne
podzblory 51,52 (niekoniecznie rozitaczne)
o takiej] samej sumie.

Gdy S;nS, =0, to koniec, w przeciwnym
Wypadku wystarczy z obydwu podzbiorow
usunac¢ te elementy, ktore sie powtarzaja
(sumy elementow nadal beda takie same).



Z.asada szufladkowa
Dirichleta 11.
Zadania trudniejsze.
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