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Podstawy.
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» Podstawowe sformutowanie.
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Podstawowe sformulowanie

Zasada szufladkowa
Dirichleta.

Jezell mamy n szufladek
oraz co namnie] n+1
przedmiotow 1 umieszczamy
wszystkie przedmioty w
szufladkach, to w co
najmnie] jednej szufladce
znajda, sie co najmniej] dwa
przedmaioty.




Podstawowe sformulowanie

« Na przyklad, majac trzy szuflady
w biurku oraz 4 ksiazki, ktore chcemy
umiesci¢ w szufladzie to na pewno
w Jednej szufladzie znajda  sie
co najmniej dwie ksigzki.
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Dlaczego tak p6zno? ‘<P

» Jest to bardzo prosta zasada

matematyczna, jednak ) ')
zostala pilerwszy raz uzyta s N ~-‘

dopiero w XIX wieku przez

niemieckiego matematyka o
Dirichleta.

* Wczesnie] ta zasada byla
znana W matematyce, ” G? |
jednak mnie byla nigdzie P

1 do niczego uzywana.



Dlaczego tak p6zno? ?G?\?

* Peter Gustav Lejeune
Dirichlet

— Urodzony 13 lutego 1805 roku,
zmarl 5 maja 1859 roku.

— niemileckl matematyk
francuskiego pochodzenia

— teoria liczb, szeregow
liczbowych, analiza
matematyczna, ...

— jako pilerwszy zastosowal
zasade szufladkowg w pracy
naukowe].
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Czy to jest w ogole przydatne?

 Okazuje sie, ze ta prosta z pozoru zasada
pozwala udowodni¢ wiele interesujacych
w matematyce (@ nie tylko) twierdzen
oraz wlasnosci, do ktorych niekiedy ciezko dojsc
W 1nny sposob Problemy rozwiazywane zasada
szufladkowa sa z mnatury egzystencjonalne,
tzn. pokazujemy w nich, ze pewne obiekty, badz
sytuacje muszg za)sc, niekoniecznie wskazujac
dokladne miejsce oraz czas, kiedy musza, zajsc.




Czy to jest w ogole przydatne?

 Najtrudniejsza, rzecza w zastosowaniu
zasady szufladkowej  Dirichleta jest
poprawne zdefiniowanie szufladek
oraz przedmiotow, ktore bedziemy w nich
umieszczali. Nauczymy sie, patrzac
na kilka przykladowych zadan, czym moga,
by¢ przedmioty oraz szufladki.
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Zad.1l — kobiety 1 mezczyzni.

* Udowodny), ze wsrod trzech osob sg
co najmniej dwie tej samej plci.



Zad.1l — kobiety 1 mezczyzni.

* Udowodny), ze wsrod trzech osob sg
co najmniej dwie tej samej plci.

 Rozwiazanie:



Zad.1l — kobiety 1 mezczyzni.

* Udowodny), ze wsrod trzech osob sg
co najmniej dwie tej samej plci.
 Rozwiazanie:

— przedmiotami beda ludzie, mamy trzy
przedmioty



Zad.1l — kobiety 1 mezczyzni.

* Udowodny), ze wsrod trzech osob sg
co najmniej dwie tej samej plci.

 Rozwiazanie:

— przedmiotami beda ludzie, mamy trzy
przedmioty

— szufladkami beda plcie — do jednego pudelka
wkladali mezczyzn, a do drugiego kobiety.
Mamy dwa pudeika.



Zad.1l — kobiety 1 mezczyzni.

* Udowodny), ze wsrod trzech osob sg
co najmniej dwie tej samej plci.

 Rozwiazanie:

— przedmiotami beda ludzie, mamy trzy
przedmioty

— szufladkami beda plcie — do jednego pudelka
wkladali mezczyzn, a do drugiego kobiety.
Mamy dwa pudeika.

— Reasumujac: mamy dwa pudetka oraz trzy
przedmioty, wiec na pewno w jednej szufladce
znajda, sie co najmnie] dwa przedmioty.



Zad.1l — kobiety 1 mezczyzni.

* Udowodny), ze wsrod trzech osob sg
co najmniej dwie tej samej plci.

 Rozwiazanie:

— przedmiotami beda ludzie, mamy trzy
przedmioty

— szufladkami beda plcie — do jednego pudelka
wkladali mezczyzn, a do drugiego kobiety.
Mamy dwa pudeika.

— Reasumujac: mamy dwa pudetka oraz trzy

przedmioty, wiec na pewno w jednej szufladce
znajda, sie co najmnie] dwa przedmioty.

« Koniec.
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o Zad.2 — wilosy na glowie.
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Zad.2 — wlosy na glowie

« Udowodni, ze w Warszawle znajduja sie
co najmnie] dwie osoby, ktore posiadaja taka
sama, dodatnia, 1los¢ wlosow na glowie.



Zad.2 — wlosy na glowie

« Udowodni, ze w Warszawle znajduja sie
co najmnie] dwie osoby, ktore posiadaja taka
sama, dodatnia, 1los¢ wlosow na glowie.

 Rozwiazanie:



Zad.2 — wlosy na glowie

« Udowodni, ze w Warszawle znajduja sie
co najmnie] dwie osoby, ktore posiadaja taka
sama, dodatnia, 1los¢ wlosow na glowie.

 Rozwiazanie:

—w Warszawie mieszka okolo 1 700 000
mieszkancow, niech oni beda przedmiotamai.

M B



Zad.2 — wlosy na glowie

« Udowodni, ze w Warszawle znajduja sie
co najmnie] dwie osoby, ktore posiadaja taka
sama, dodatnia, 1los¢ wlosow na glowie.

 Rozwiazanie:

—w Warszawie mieszka okolo 1 700 000
mieszkancow, niech oni beda przedmiotamai.

— wlosow na glowie (wg Wikipediil) czlowiek ma co
najwyzej 150 tysiecy, niech to beda, szufladkai.

M B



Zad.2 — wlosy na glowie

« Udowodni, ze w Warszawle znajduja sie
co najmnie] dwie osoby, ktore posiadaja taka
sama, dodatnia, 1los¢ wlosow na glowie.

 Rozwiazanie:

—w Warszawie mieszka okolo 1 700 000
mieszkancow, niech oni beda przedmiotamai.

— wlosow na glowie (wg Wikipediil) czlowiek ma co
najwyzej 150 tysiecy, niech to beda, szufladkai.

— Mamy wiec 150 tysiecy szufladek oraz ponad 1mln
przedmiotow.

M B



Zad.2 — wlosy na glowie

Udowodnij, ze w Warszawle znajduja sie
co najmnie] dwie osoby, ktore posiadaja taka
sama, dodatnia, 1los¢ wlosow na glowie.
Rozwiazanaie:

—w Warszawie mieszka okolo 1 700 000
mieszkancow, niech oni beda przedmiotamai.

— wlosow na glowie (wg Wikipediil) czlowiek ma co
najwyzej 150 tysiecy, niech to beda, szufladkai.

— Mamy wiec 150 tysiecy szufladek oraz ponad 1mln
przedmiotow.

KONIEC. @ m ?g
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o Zaawansowane sformutowanie.



Zaawansowane sformutowanie

* Troche inne (bardziej ogdlne)
sformutowanie zasady szufladkowe;
Dirichleta:

 Gdy mamy nk + 1 przedmiotow oraz n
szufladek, to w co najmniej jednej szufladce
znajdzie sie co najmnie] k + 1 przedmiotow.



Zaawansowane sformutowanie

* Troche inne (bardziej ogdlne)
sformutowanie zasady szufladkowe;
Dirichleta:

 Gdy mamy nk + 1 przedmiotow oraz n

szufladek, to w co najmniej jednej szufladce

znajdzie sie co najmnie] k + 1 przedmiotow.

— Np. gdy mamy 7 = 2 - 3 + 1 przedmiotéow oraz 2
szufladki, to w 1stnieje szufladka, w ktérej jest
co najmniej 4 = 3 + 1 przedmiotow.



Zaawansowane sformutowanie

 Gdy mamy nk + 1 przedmiotéw oraz n
szufladek, to w co najmnie] jedne]
szufladce znajdzie sie co najmniej k + 1
przedmiotow.

— Dowdd:



Zaawansowane sformutowanie

 Gdy mamy nk + 1 przedmiotéw oraz n
szufladek, to w co najmnie] jedne]
szufladce znajdzie sie co najmniej k + 1
przedmiotow.

— Dowdd:

— Zalézmy, ze jednak nie znajdzie sie taka
szufladka, czyli w kazdej szufladce bedzie co
najwyze] k przedmiotow, wtedy w sumie
moze by¢ co najwyze] kn przedmiotéow,



Zaawansowane sformutowanie

 Gdy mamy nk + 1 przedmiotéw oraz n
szufladek, to w co najmnie] jedne]
szufladce znajdzie sie co najmniej k + 1
przedmiotow.

— Dowdd:

— Zalézmy, ze jednak nie znajdzie sie taka
szufladka, czyli w kazdej szufladce bedzie co
najwyze] k przedmiotow, wtedy w sumie
moze by¢ co najwyze] kn przedmiotéow,
sprzecznosc.
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Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie
n

sle na pewno co najmniej [ﬂ przedmiotow.
« Uwaga:

— Symbol [x] (czyt. ,sufit z liczby x”) — jest to
najmniejsza liczba calkowita nie mniejsza
niz x, np. |1.5] = 2, 7] = 4,[8] = 8.



Ogolne sformutowanie

« Zasade szufladkowa mozna zapisac
jeszcze na co najmniej jeden sposob:

— Gdy mamy n przedmiotow oraz k szufladek,

to w co najmnie] jednej szufladce znajdzie

. . . « |IN . »
sle na pewno co najmnie] [ﬂ przedmiotow.

* Przyklad:

— Majac 13 kulek, ktore wkladamy do np. 5
pudelek, to jesteSmy pewni, ze w jednym

znajda sie co najmniej [ | = 3 kulki.

5
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o Zad.2’ — wlosy na glowie jeszcze raz.



Zad.2” — wlosy na glowie

jeszcze raz.

« Wiemy, ze w Warszawie jest okolo 1.700.000
mieszkancow oraz, ze czlowliek ma co najwyzej
150.000 wlosé6w na glowie. Okreslic maksymalng
liczbe ludzi w Warszawie, dla ktorych jestesmy
pewnl, ze majq taka sama, dodatma 1losc wlosow na
glowie.

M B



Zad.2” — wlosy na glowie

jeszcze raz.

« Wiemy, ze w Warszawie jest okolo 1.700.000
mieszkancow oraz, ze czlowliek ma co najwyzej
150.000 wlosé6w na glowie. Okreslic maksymalng
liczbe ludzi w Warszawie, dla ktorych jestesmy
pewnl, ze majq taka sama, dodatma 1losc wlosow na
glowie.

 Rozwiazanie:
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Zad.2” — wlosy na glowie

jeszcze raz.

« Wiemy, ze w Warszawie jest okolo 1.700.000
mieszkancow oraz, ze czlowliek ma co najwyzej
150.000 wlosé6w na glowie. Okreslic maksymalna
liczbe ludzi w Warszawie, dla ktorych jestesmy
pewni, ze maja, taka sama, dodatnia 1los¢ wloséw na
glowie.

* Rozwigzanie:

— Traktujac ludzi jako przedmioty oraz 1loS¢ wlosow jako
szufladki, zgodnie z ogoélniejsza wersja zasady
szuﬂadkoweJ D1r1ch1eta jesteSmy pewni, ze w jedne]j

szufladce na pewno bedzie co najmnie]




Zad.2” — wlosy na glowie

jeszcze raz.

« Wiemy, ze w Warszawie jest okolo 1.700.000
mieszkancow oraz, ze czlowliek ma co najwyzej
150.000 wlosé6w na glowie. Okreslic maksymalna
liczbe ludzi w Warszawie, dla ktorych jestesmy
pewni, ze maja, taka sama, dodatnia 1los¢ wloséw na
glowie.

 Rozwiazanie:

— Traktujac ludzi jako przedmioty oraz 1loS¢ wlosow jako
szufladki, zgodnie z ogolniejszg WerSJa zasady
szuﬂadkoweJ D1r1ch1eta jesteSmy pewni, ze jednej

" 1.7002000
szufladce na pewno bedzie co najmnie] [150000} ~

[113 = 12 przedmiotow. Szukana 1los¢ to 12.




Zad.2” — wlosy na glowie

jeszcze raz.

« Wiemy, ze w Warszawie jest okolo 1.700.000
mieszkancow oraz, ze czlowliek ma co najwyzej
150.000 wlosé6w na glowie. Okreslic maksymalna
liczbe ludzi w Warszawie, dla ktorych jestesmy
pewni, ze maja, taka sama, dodatnia 1los¢ wloséw na
glowie.

 Rozwiazanie:

— Traktujac ludzi jako przedmioty oraz 1loS¢ wlosow jako
szufladki, zgodnie z ogolniejszg WerSJa zasady
szuﬂadkoweJ D1r1ch1eta jesteSmy pewni, ze jednej

" 1.7002000
szufladce na pewno bedzie co najmnie] [150000} ~

[113 = 12 przedmiotow. Szukana 1los¢ to 12.
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e Zad.3 — znajomi..



Zad.3 — znajomi.

 Udowodnij, ze w grupie n osoéb istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka sama
1loS¢ os6b w grupie.

(Zakladamy ze jezell A zna B, to B zna A)
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Zad.3 — znajomi.

* Udowodny), ze w grupie n znajomych istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka sama 1losc
0sOb w grupie.



Zad.3 — znajomi.

* Udowodny), ze w grupie n znajomych istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka sama 1losc
0sOb w grupie.

 Rozwiazanie:



Zad.3 — znajomi.

* Udowodny), ze w grupie n znajomych istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka sama 1losc
0sOb w grupie.

 Rozwiazanie:

— 7Znow niech ludzie beda, przedmiotami.



Zad.3 — znajomi.

* Udowodny), ze w grupie n znajomych istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka samag 1losc
0sOb w grupie.

 Rozwiazanie:

— 7Znow niech ludzie beda, przedmiotami.

— Pudetka beda reprezentowac 1le oso6b zna dana
osoba, ktéra umiescimy w pudetku.



Zad.3 — znajomi.

* Udowodny), ze w grupie n znajomych istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka samag 1losc
0sOb w grupie.

 Rozwiazanie:

— 7Znow niech ludzie beda, przedmiotami.

— Pudetka beda reprezentowac 1le oso6b zna dana
osoba, ktéra umiescimy w pudetku.

— Pudetka beda reprezentowane wiec przez liczby:
0,12,..,n—1.



Zad.3 — znajomi.

* Udowodny), ze w grupie n znajomych istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka samag 1losc
0sOb w grupie.

 Rozwiazanie:

— 7Znow niech ludzie beda, przedmiotami.

— Pudetka beda reprezentowac 1le oso6b zna dana
osoba, ktéra umiescimy w pudetku.

— Pudetka beda reprezentowane wiec przez liczby:
0,12,..,n—1.

— Mamy wiec n pudetek. Nic z tego niestety
nie wynika.



Zad.3 — znajomi.

* Udowodniy), ze w gruple n znajomych istnieje
taka para ludzi, ktorzy znaja taka samag 1losc
0sOb w grupie.

 Rozwiazanie:
— 7Znow niech ludzie beda, przedmiotami.

— Pudetka beda reprezentowac 1le oso6b zna dana
osoba, ktéra umiescimy w pudetku.

— Pudetka beda reprezentowane wiec przez liczby:
0,12,..,n—1.

— Mamy wiec n pudetek. Nic z tego niestety
nie wynika.

— Jednak, gdy sie zastanowimy, to nie moze byc¢
naraz pudelka 0 oraz pudetka n — 1, mamy wiec tak
naprawde maksymalnie n—1 pudetek,
stad 1 z zasady szufladkowej Dirichleta Wymka
rozwigzanie zadania.
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« Zadania do samodzielnego wykonania.



Zadania do samodzielnego
wykonania

« Zad 1. Wséréd 13 znajomych, znajdzie sie
na pewno dwoch, ktorzy urodzili sie tego samego
mieslaca.

o Zad II. Jak duzo ludzi potrzeba, by by¢ pewnym
tego, ze 2 obchodzi urodziny tego samego dnia
w roku? (a co gdyby zamiast 2 bylo n?)

o Zad III. Jest n ludz1 w pokoju. Niektorzy z nich
witaja sie usciskamy dloni (co najwyzej raz).
Udowodnié, ze wsrod nich jest taka para ludzi,
ktorzy wymienili taka sama 1lo$¢ uSciskow
dloni.



Z.asada szufladkowa
Dirichleta.
Podstawy.
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