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Twierdzenie Ptolemeusza

W dowolnym czworokacie ABC'D wpisanym w okrag iloczyn dtugosci przekatnych jest réwny sumie
iloczynéw dtugosci przeciwlegtych bokow:

IAC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |AD| .

Nierownos¢ Ptolemeusza

Jezeli na czworokacie ABC'D nie mozna opisac okregu to iloczyn dtugosci przekatnych jest mniejszy
niz suma iloczynéw dtugosci przeciwlegtych bokéw:

|AC| - |BD| < |AB|-|CD| +|BC| - |AD| .



Dowdd standardowy Twierdzenia Ptolemeusza: (tylko podobienstwo tréjkatéw.)

Niech czworokat ABC'D bedzie wpisany w okrag. Niech K bedzie takim punktem na przekatnej
AC, ze ZABD = /KBC. Zauwazamy, ze tréjkaty AABD i AKBC sa podobne i dlatego
|KC| - |BD| = |AD| - |BC|. Podobnie tréjkaty AABK i ADBC' sa podobne i otrzymujemy
|AK |- |BD| = |AB| - |DC|. Dodajac otrzymane réwnosci uzyskujemy teze Twierdzenia Ptoleme-
usza.

Dowdd niestandardowy Twierdzenia Ptolemeusza:

Niech ABC'D bedzie dowolnym czworokatem. Przesztatcamy ptaszczyzne w inwersji wzgledem dowol-
nego okregu o srodku w punkcie A. Niech B’, C"i D' beda obrazami punktéw B, C'i D. Z nieréwnsci
tréjkata mamy |B'C’| 4+ |C'D'| > |B'D'| i réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy punkty A, B,
C' i D leza na jednym okregu. Stosujac wzér na odlegtos¢ obrazéw w inwersji otrzymujemy teze
Twierdzenia Ptolemeusza i nieréwnosci Ptolemeusza.



Zadanie 8, | etap LXII| OM

Punkt M jest srodkiem boku BC' tréjkata ostrokatnego ABC'. Punkt K lezy na boku BC'i spetnia
warunek /BAM = ZKAC. Na odcinku AK wybrano taki punkt F, ze /BEK = /BAC.
Dowies¢, ze /K EC = /BAC.

Rozwiazanie standardowe: Zatézmy, ze AB < AC'. Oznaczmy o = /BAK oraz = ZKAM.
Niech D bedzie takim punktem, ze czworokat ABDC' jest réwnolegtobokiem. Z zatozenia /BEK =
200 + (3, wiec ZEBA = o+ 3. Oznacza to, ze AEBA ~ ACDA i ﬁ—g = g—g = %. Ponadto
/EBA = o+ = LEAC co oznacza, ze AFBA ~ AFAC. Stad ZACE = ai ZKEC =

LEAC + ZACE = 2a + (3 co nalezato wykazaé¢. Gdy AB > AC' rozumowanie jest analogiczne.

Rozwiazanie niestandardowe: Jezeli AK jest symediana w A ABC' to styczne do okregu opisanego
na AABC w punktach B i C oraz prosta AK sa wspdtpekowe.

Z tresci rozwazanego zadania wynika, ze prosta AK jest symediana w AABC. Niech styczne do
okregu opisanego na AABC w punktach B i C przecinaja sie w punkcie F'. Prosta AK, jako
symediana w AABC, przechodzi przez I'. /BCF = /ZBAC z twierdzenia o kacie pomiedzy
styczna i cieciwa. Z zatozenia /BAK = ZBEF wiec punkty B, E/, C'i F' leza na jednym okregu.
Z réwnosci BF = F'C wynika, ze /ZBEF = ZFFEC co jest teza zadania.
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Zadanie 3, |l etap Bundeswettbewerb Mathematik 1996

Na bokach tréjkata ABC' zbudowano prostokaty ABB;A;, BCC By oraz C AA;Cy skierowane na
zewnatrz trojkata. Wykazaé, ze symetralne odcinkéw A1 A,, B1Bs i C1Cy przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rozwiazanie standardowe: Oznaczmy punkt przeciecia symetralnych AA; i CC, przez M 4 punkt
przeciecia symetralnych AA, i BBy przez Mp oraz punkt przeciecia symetralnych C'Cy i BBy przez
Me. Tréjkaty ABC i+ MaMpMe sa jednoktadne. Niech S bedzie punktem przeciecia prostych
AMy, BMp i CMg. Oznaczmy przez Sy obraz S w symetrii osiowej wzgledem symetralnej AA;,
Sp obraz S' w symetrii osiowej wzgledem symetralnej B B; oraz przez S¢ obraz S w symetrii osiowe]
wzgledem symetralnej C'C'y Okazuje sie, ze rozwazane w tresci zadania symetralne sa symetralnymi
bokéw tréjkata S SgESe.

Rozwiazanie niestandardowe: Niech punkty M4, Mp, Mq oraz S beda zdefiniowane jak w
poprzednim rozwiazaniu. Okazuje sie, ze rozwazane w treSci zadania symetralne przecinaja sie w
punkcie izogonalnie sprzezonym do punktu S.



