PRAWDA CZY FALSZ?

W poszukiwaniu paradokséw w matematyce

Paradoks Zenona z Elei. ,Achilles $ciga si¢ z zétwiem. Biegnie on

10 razy szybciej od zétwia. Daje mu 100 metréw wyréwnania przed soba.

Teraz — powiada Zenon — Achilles przebiegnie te 100 metréw i osiagnie

punkt startu zotwia. W tym czasie jednak zotw przeszedt dziesigty czesé

drogi przebytej przez Achillesa i jest przed nim wtasnie o 10 metréw. Achilles

przebiega owe 10 metrow. Wtedy zotw przeszedt 1 metr. Achilles przelatuje
1

ten 1 metr. Z6lw oddalil sie o 16 metra. Achilles przebiega owa % metra,
1

a z0tw oddala si¢ o 155. Gdy Achilles i t¢ ﬁ przebiegt, zotw jest o Tloo metra
przed nim. A wiec — konkluduje Zenon — Achilles zbliza sie coraz bardziej

do zétwia, ale go nie moze doscignaé.”

Scheda Araba. ,Jest to jedno z najstarszych zadan; najprawdopodob-
niej pochodzenia autentycznie arabskiego, nieznanego autora.

Pewien Arab, umierajac, pozostawit jako dziedzictwo swoim trzem sy-
nom do podziatu stado wielbtadéw, przy czym zaznaczyl w testamencie, ze
najstarszy ma otrzymac¢ poltowe, Sredni — trzecig czesé, a najmtodszy —
dziewigta cze$¢ dziedzictwa. Okazalo sie jednak, ze w chwili Smierci Araba
stado liczyto 17 sztuk.



Podzial byl trudny, przeto spadkobiercy zwrdcili sie do kadiego, znanego
w catej okolicy ze swej madrosci. Ten wydat sad nastepujacy: nalezatoby do-
pozyczy¢ jednego wielbtada i przystapi¢ do podziatu, majac 18 wielbtadow.
Bracia postapili wedtug rady sedziego. Wowczas starszemu w udziale przypa-
dto 9, Sredniemu 6, a najmtodszemu 2 wielbtady. Pozyczonego zas wielbtada
zwrocono jego wlascicielowi i trzej bracia byli wysoce zadowoleni z madrego
wyroku kadiego, gdyz w rzeczywistosci kazdy z nich otrzymal wiecej niz oj-
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ciec wyznaczyl, a mianowicie jeden o 3, drugi o 3, a trzeci o 5 wielbtada.

Twierdzenie Banacha-Tarskiego. Dowolna kula moze byé podzie-
lona na czesci tak, by z tych czesci dalo sie ztozyé dwie kule o takich samych
rozmiarach co wyjsciowa.

Twierdzenie Vitalego. Odcinek (0; 2) mozemy podzielié na takie roz-
laczne czesci, Ze przesuwaggce je mozemy pokryé nimi calq potprostq (0; +00).

Twierdzenie o kole. Koto o dowolnym promieniu mozna podzieli¢ na
czesci w ten sposob, ze z nich da sie ztozyé dwa kotla o takim samym promieniu
co wyjsciowe.

Paradoks Monty Halla. Zawodnik stoi przed trzema zamknietymi
bramkami. Za jedng z nich jest nagroda. Gracz wybiera losowo jedng z bra-
mek, ale prowadzacy odstania jedna z pozostatych, ktéra jest pusta i pro-
ponuje dokonanie ponownego wyboru sposrod dwoch zamknietych. Zmiana
decyzji przez gracza zwigksza szanse na wygrang. Zainteresowanych odsytam
do http//pl.wikipedia.org/wiki/Paradoks Monty Halla.

1. Ktory odcinek jest dluzszy? Bez dokonywania pomiaréw pro-
sze wskaza¢ dhuzszy odcinek.

2. Ile razy obréci sie koto? Wezmy dwa krazki, jeden o promieniu
dwa razy wiekszym od promienia drugiego, np. 3 cm i 1,5 cm. Jeden z nich
unieruchamiamy, drugi zas$ toczymy po obwodzie unieruchomionego. Dbamy
o to, by toczenie odbywalo si¢ bez najmniejszego poslizgu. Ile razy musi
obrocié¢ sie wzgledem swej osi wiekszy krazek przy jednym, pelnym okrazeniu
unieruchomionego mniejszego? A ile razy mniejszy?



3. Gdzie zginela jedna paleczka? Prostokaty przedstawiaja tek-
turki, ktére moga przesuwac sie wzgledem siebie. Na nich zostaly narysowane
pateczki.

5. 1 zloty = 1 grosz. Nietrudno to udowodni¢. Jest oczywiste, ze

10gr:%z1,
a wiec
121:100gr:10gr-10gr:%zl-Tlozi:ﬁzizlgr,
czyli
1zt =1 gr.
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6. Dziwny kwadrat. Dzialka ma ksztalt duzego kwadratu. Na planie
w skali 1 : 500 jest ona przedstawiona kwadratem o boku 23 cm. Aby obliczy¢
pole dziatki najpierw obliczono pole kwadratu na planie. Otrzymano 529 cm?,
czyli 0,0529 m?. Poniewaz prawdziwa dzialtka jest 500 razy wieksza, wiec jej
pole wynosi

500 - 0,0529 m? = 26,45 m?.

Obliczmy teraz bok dzialki; jest on 500 razy wiekszy, wiec wynosi
23 cm - 500 = 11500 cm = 115 m.

Odp.: Tak wiec kwadrat o boku 115 m ma pole réwne 26,45 m?!

7. Suma nieskonczonego ciggu geometrycznego. Mamy
ciag geometryczny
(1, -1,1, =1, 1, =1,...),

w ktorym wyraz poczatkowy wynosi 1, iloraz —1. Obliczmy jego sume wedtug
znanego wzoru na sume nieskonczonego ciaggu geometrycznego

a
S = :
l—q
Poniewaz a =1, ¢ = —1, wiec
1 1
S=——+—=-.
1—-(-1) 2

Z drugiej strony, grupujac parami wyrazy sumy tego ciagu, otrzymamy

I-14+41-14+1-14---=1-1D)4+(1-1)+(1-1)+---=0,
albo
lI-1+1-14+41-141-++-=1-(1-1)—-(1-1)—(1—=1)—---=1.

Suma ciggu jest wiec raz réwna i, drugi raz 0 lub wreszcie 1. Jaka jest

27
wiec prawdziwa suma tego ciggu?



8. Kazda liczba jest r6wna zero. Niech z = 1, wowczas 12 = 1
albo 22 —1 = 0, czyli (x+1)(z —1) = 0. Dzielac przez = — 1 otrzymamy dale;
r+1=0, astad x = —1. Poniewaz na poczatku byto z = 1, wigc 1 = —1.
Pomnézmy te réwnosé przez dowolne a

a=—a
i przeniesSmy a z prawej strony na lewa

2a = 0.

Stad wynika, ze a = 0, bo 2 jest rozne od zera. Wiec kazda liczba jest
rowna zeru

9. Dziwna nier6wnosSc¢. Aby wykazaé, ze 3 > 5, obierzmy najpierw
cztery liczby a, b, ¢ i d tak, aby

a>b, d>c b>c (1)
Odejmijmy teraz stronami druga nieréwnos¢ od pierwszej; otrzymamy
a—d>b—c. (2)
Poniewaz z trzeciej nieréwnosci (1) wynika
b—c>0,
wigc na podstawie (2) i prawa przechodniosci nieréwnosci mamy
a—d>0,

co daje ostatecznie
a>d. (3)

Aby otrzymaé¢ nieréwnos$¢ 3 > 5 wystarczy obra¢ zgodnie z warunkami
(1) np. liczby a =3, b —2, ¢ — 1, d = 5. Wtedy z (3) wyniknie 3 > 5.
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10. Czy 3 moze by¢ réwne 57 Jezeli wychodzac z réwnosci 3 = 5
i przeksztatcajac ja poprawnie na wyrazenia rownowazne otrzymamy praw-
dziwy wniosek, to bedzie to dowodem, ze rzeczywiscie 3 = 5.

Z réownoéci 3 = 5 wynika rownowazna rownosé

3=3+2.

Pomnézmy te réwno$é obustronnie przez 3% — 6 - 3 + 32 (mnozenie obu-
stronne réwnosci przez te sama liczbe nie narusza réwnowaznosci); otrzymu-
jemy

3(32—6-3+3%)=(3+2)(3°-6-3+3%),

albo dalej
3¥—6-3+3=3-6-3+3+2-32-12-3+2-3
Przeprowadzajac redukcje wyrazéw podobnych mamy
0=2-3"-12-3+2-3%
Przeniesmy 12 - 3 na lewg strone
12-3=2-3>+2-3%

Mamy stad
12-3=12-3.

Jest to niewatpliwie réwnos¢ prawdziwa. A wigc wykazaliSmy, ze 3 = 5.

. , , s . , . 31’ + 2 . .
11. Nieré6wnosé¢é utamkowa. Nieréwnosé > 0 jest spelniona
xr

wtedy i tylko wtedy, gdy
(1°) 3r+2>0 i xr—1>0,

(2°) 3r+2<0 i x-1<0.

W pierwszym przypadku otrzymujemy (jak tatwo sprawdzi¢) x > 1, na-
tomiast w drugim x < —%. Poniewaz te wartosci na x si¢ wykluczaja, wiec
wynika stad, ze nierownos¢ jest sprzeczna, a przeciez np. dla x = 2 jest
spetniona.



12. Dodanie jedynki nie zmienia liczby. Mamy tozsamoé¢
n*—n2n+1)=n+1)?>—-(n+1)2n+ 1),
ktora tatwo mozna sprawdzi¢ przez wymnozenie. Dodajmy do obydwu stron

wyrazenie (25H)%:

2n + 1
2

Obydwie strony sg kwadratami zupelymi:
2 1\?2 2 1\2
(-757) =(ern-757)

2n+1 L 2n+1
n— =n — .
2 2

2n+1)2

)2—(n+1)2—(n+ )(2n+1)+( .

n2—n(2n—i—1)+(

Stad

a wreszcie
n=n+1.

13. Zero zeru nieréwne. Niech u bedzie dowolng liczba ujemna,
natomiast d liczba dodatnia. Rozpatrzmy nastepujace wyrazenie

du?’
w ktorym pierwiastek jest arytmetyczny. Jest ono oczywiscie ujemne.
Niewatpliwie mozemy, stosujac odpowiednie prawa algebraiczne, wyta-
czy¢ pierwiastek z u? a nastepnie skréci¢ utamek przez u

ud ud u?

N R

Otrzymalidmy wyrazenie dodatnie Uy Mamy wiec
Vb

ud u?

=—>0.

Vour Vb

0>

czyli
0>0.



14. Dowolna wielokrotnosé¢ liczby dodatniej nie moze
by¢ dowolnie wielka. Niech p bedzie dowolng liczbg dodatnia mniej-
szg od q:

0<p<aq.

Mnozymy te nieréwnos¢ obustronnie przez p
P’ <1y
i odejmujemy od obydwu stron ¢?
P’ = <pg—q-.
Obydwie strony rozktadamy na czynniki
P+a)p—q) <alp—aq)
Dzielac przez p — q otrzymamy stad
P+q<q.

Dodajmy do tej nieréwnosci stronami nieréwnosé¢ wyjsciowa p < ¢, a nastep-
nie odejmijmy od obydwu stron ¢. Otrzymamy

2p < q.

Nieréwnosé te wyprowadziliSmy wychodzac z nieréwnosci p < q. Podobnie
postepujac mozna, wychodzac z nieréwnosci 2p < ¢, wykazacé, ze 4p < q,
albo wychodzac z tej ostatniej mozna wykazac, ze 8p < ¢ itd. Czyli dowolna
wielokrotnosé¢ liczby dodatniej p nie moze przekroczy¢ liczby q.

15. Niesforne logarytmy po praz pierwszy. Prawdziwa jest
nierownos¢é
1\?2 1\?
— > —
(5) > G)

1 1
2lg - > 3lg .

a stad

Dzielac te nierownos¢ obustronnie przez lg% # 0 otrzymujemy

2> 3.



16. Niesforne logarytmy po raz drugi. Wychodzimy z takiej
samej nieréwnosci co poprzednio (oczywiscie prawdziwej)

(5>

Zlogarytmujmy ja przy podstawie %
1\? 1\?
ogy (3) > lomy (3)

1 1
210g% 3 > SIOg% 3

czyli

Dzielgc obie strony ostatniej nieréwnosci przez log 1 % > 0, otrzymujemy

2> 3.

17. Nier6wnos$¢ podwadjna. Rozwazmy nieréwnoéé podwéing
2r—1<x+3<3x+2

ktora — jak tatwo sprawdzi¢ — jest spelniona dla x réwnego np. 1, 2, 3
i innych.
Dla utatwienia rozwigzania przenieSmy —1 na drugg strone pierwszego
znaku nieréwnosci
20 <x+4 <3z +2,

nastepnie przeniedmy 4 na drugg strone drugiego znaku nieréwnosci, przez
co otrzymamy znacznie latwiejszg nieréwnosé

20 < x < 3xr — 2.
Nieréwno$é ta jest speliona, gdy zachodzg jednocze$nie nieréwnosci:
2r<x 1 x<3r—2

Pierwsza z nich jest spetniona dla z < 0 a druga dla x > 1. Poniewaz
te nieréwnosci wzajemnie si¢ wykluczaja, wiec stad wynika, ze podana na
poczatku nierownos¢ jest sprzeczna, a przeciez byta spetniona miedzy innymi
dla 1,2, 3...



18. Niesforne logarytmy po raz trzeci. Wszyscy dobrze znaja
definicje logarytmu. Wynika z niej na przyktad, ze
1 L _ b 1072 =
B T T 0 ~ 100

Podobnie mamy

(1°) log; 1 =2, bo 17=1.
a takze
(2°) log, 1 = 3, bo 1°=1.

Poniewaz lewe strony réwnosci (1°) i (2°) sa réwne, wiec i prawe strony
muszg by¢ réowne, czyli
2=3.

19. Jeszcze jedna dziwna ro6wnosc¢. Uczen nie mogac sobie pora-
dzi¢ z bezposrednia redukcja funkcji trygonometrycznej redukowat cos 240°
stopniowo zmniejszajac kat tylko o 90° i rozumujac w nastepujacy sposob:

,C08 240° = cos(90° + 150°). Stosuje do redukeji kat 90°, wiec
otrzymam kofunkcje, czyli sinus, a poniewaz kat 240° jest z trze-
ciej ¢wiartki i funkcja sinx jest tam ujemna, wiec cos240° =
= —sin 150°.

Podobnie dalej cos240° = —sin 150° = —sin(90° + 60°). Do
redukcji uzywam kata 90°, wiec otrzymam cosinus; kat 150° jest
z drugiej ¢wiartki, a tam cosx jest ujemny, wiec cos240° =
= —sin(90° + 60°) = cos60° = 1.”

Jesli zastosowaé redukcje bezposrednia, otrzymamy

1
cos 240° = cos(180° 4 60°) = — cos 60° = —5
Tak wiec
11
2 2
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20. Dla dowolnych a i b jest jednoczes$nie a > b i a < b.
Aby to wykazaé, obierzemy dowolnie trzy liczby a, b i ¢. Dla ustalenia uwagi
zalézmy, ze c jest najmniejsza z nich

a>cib>c.

Jezeli odejmiemy stronami pierwsza nieréwnos¢ od drugiej, to otrzymamy
b—a >0, czyli
b> a.

Jezeli postapimy odwrotnie, druga nieréwnos¢ odejmiemy od pierwszej, to
otrzymamy a — b > 0, czyli
a>b.

Jest wiec jednocze$nie a > b1 b > a.

21. Nareszcie ulga dla dtuznikow. Jezeli jestes winien 200 zt, to
sSmiato mozesz oddac 100 zt i jeszcze uwazac, zes oddat wigcej niz si¢ nalezato,
tatwo sie bowiem przekonaé, ze 100 > 200. Wystarczy zastosowac¢ rachunek
algebraiczny. Dla dowolnych a i b prawdziwe sa oczywiscie nieréwnosci:

b— 100 < b,

a < a—+ 200.

Odejmujgc stronami te nierownosci — od pierwszej druga — otrzymamy
b—100 —a < b—a— 200,

albo
b—a—100 < b—a— 200.

Po pomnozeniu obu stron przez —1 otrzymujemy dalej
a—0b+ 100 > a — b+ 200.

Jezeli teraz od obu stron nieréwnosci odejmiemy liczbe a — b, to otrzymamy
relacje zapowiadang na poczatku

100 > 200.
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22. Cecha i mantysa. Logarytm przy podstawie 2 liczby 0,5 — jak
tatwo sprawdzi¢ — wynosi

log, 0,5 = —1.

Czyli cecha wynosi —1, mantysa 0. Poniewaz liczby réznigce sie tylko po-
tozeniem przecinka maja logarytmy o jednakowych mantysach, a réznia sie
tylko cechami, wiec log, 50 bedzie miat mantyse réwniez réwna 0. Liczba
logarytmowana jest 100 razy wigksza, wiec cecha bedzie o 2 wigksza:

log, 50 = 1.
Odejmujac od tej rownosci poprzednig rownosé otrzymujemy

log, 50 — log, 0,5 = 1 — (—1) = 2,

albo 50
1 = 2.
089 0.5
Wynika stad, zgodnie z definicja logarytmu, ze
2 20
0,5’
czyli
4 = 100.

23. Cwiartka wieksza od polowki. Nie moze chyba ulegaé¢ wat-
pliwosci, ze

2lga > lga.
Stad wynika, ze
lga® > Iga.
Podstawiajac do statniej nieréwnosci a = %, otrzymamy
1 1
lg—>lg—.
81783

Poniewaz wiekszemu logarytmowi odpowiada wigksza liczba logarytmowana,
wiec

>

] =
N | —



24. 1 jest wieksze od 1. Poniewaz funkcja cos  jest malejaca w dru-
giej ¢wiartce, wiec jej warto$é¢ dla wiekszego kata jest mniejsza, np.

cos 120° > cos 150°.

Podzielmy te nieréwnos$¢ obustronnie przez cos 150°

cos 120°

cos 150° ”
i zastosujmy wzory redukcyjne cos 120° = —sin 30°, cos 150° = — sin 60°.
Otrzymamy

sin 30° o1

sin 60°

Podstawiajac wartosci za sin 30° i sin 60° otrzymamy dalej

1
2
25
A
skad
! > 1
V3
Poniewaz /3 > 1, wiec
1
— < L.
V3
Ostatecznie wiec otrzymalismy, ze
1
1>—=>1,

V3

czyli
1>1
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27. Schody Zollnera. Co wida¢, gdy patrzymy na nie z gory, a co od
spodu?.

28. Gdzie zgingl jeden kwadracik? Wezmy kwadrat o wymiarach
8 x 8. Rozetnijmy go wzdluz linii pokazanych na lewym rysunku. Zsuimy
gbérng czes¢ wzdhuz ukosnej linii ku podstawie, zas maty trojkacik przeniesmy
z gory z lewa, na dét na prawo. Otrzymamy prostokat o wymiarach 7 x 9.
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29. Iluzja optyczna, Wodospad Eschera.
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