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Co to jest rekurencja ?

Intuicyjnie:

rekurencja - sprowadzenie rozwiazania
danego problemu do rozwiazania
tego samego problemu ale dla danych

O mniejszym rozmiarze




Przyktad

Problem:

Dane: Twierdza broniona przez n straznikow,
Indiana Jones i dwoch jego pomocnikow

Szukane: Twierdza zdobyta przez Indiane Jones.

Autor: John Griffits



Przyktad

Problem:

Dane: Twierdza broniona przez n straznikow,
Indiana Jones i dwoch jego pomocnikow

Szukane: Twierdza zdobyta przez Indiane Jones.

Rozwiazanie nierekurencyjne:

Wyskakuja z krzakéw i zdobywaja twierdze
(o ile im sie uda)




Przyktad

Problem:

Dane: Twierdza broniona przez n straznikow,
Indiana Jones i dwoch jego pomocnikow
Szukane: Twierdza zdobyta przez Indiane Jones.

Rozwigzanie rekurencyjne:

Eliminuja ,po cichu” jednego straznika.
Nastepnie rozwigzuja ten sam problem ale dla
twierdzy bronionej przez n-17 straznikow.

Jeslin < 4, to rozwiazuja ten problem
metoda bezposrednia (nierekurencyjna)
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Algorytm rekurencyjny

algorytm rekurencyjny = algorytm, w ktorym
wystepuja wywotania tego samego algorytmu
ale dla danych o mniejszym rozmiarze
oraz zdefiniowany jest sposob rozwiazania
dla tak zwanego ,przypadku trywialnego”

czyli odpowiednio matego rozmiaru danych.




Wieze Hanol

Mamy n krazkow o malejacych Srednicach,
kazdy z nich posiada wydrazona dziurke i
jest ,nadziany” na stupek A. Pozostate stupki
sq puste.

.



Wieze Hanol

Zadanie polega na przeniesieniu wszystkich
k<razkow ze stupka A na C przy czym:

» krazki przenosimy pojedynczo,

» krazek wiekszy nigdy nie moze lezec

na krazku mniejszym




Wieze Hanol

Francuski matematyk

Eduard Lucas (XIX wiek)
zaproponowat ta zagadke
dla n=8 krazkow.




Wieze Hanol

Legenda gtosi, ze tybetanscy mnisi w swiatyni
Brahmy rozwiazuja ta zagadke dla n=64
krazkow a kiedy skoncza nastapi koniec Swiata

.



Wieze Hanoi - algorytm rekurencyjny

1. Przenies (rekurencyjnie) n-1 krazkow ze
stupka A na B postugujac sie stupkiem C.

2. Przenies najwiekszy krazek z A na C.
3. Przenies (rekurencyjnie) n-1 krazkow ze

- stupka B na C postugujac sie stupkiem A.



Wieze Hanoi - algorytm nierekurencyjny

1. Przenie$S najmniejszy krazek na kolejny
stupek.
(jesli n jest parzyste to nastepny po prawej,
jesli n nieparzyste to nastepny po lewej,
przy czym zaktadamy, ze na prawo od
stupka C jest A a na lewo od a A jest C)

2. Wykonaj jedyny mozliwy ruch, ktory nie
zmienia potozenia najmniejszego krazka

3. Powtarzaj kroki 1 i 2 az do otrzymania
rozwiazania.




Ciag zdefiniowany rekurencyjnie

Ciag zdefiniowany wzorem (rownaniem)
rekurencyjnym:

a=h(na,,..,a,,)dan=>k
oraz
dy, d;,..., dy_; Sa dane (warunki brzegowe),

gdzie A - pewna funkcja,
k = stata zwana gtebokoscia rekurencji
Np.
a =a,;+3 dlan>0oraz a,=0,
- 4, = 3a,_; dla n>0 oraz a,=3.




Tworzenie zaleznosci rekurencyjne]

» ,Odgadniecie” i udowodnienie zaleznosci
rekurencyjnej.

» Wyznaczenie (sprawdzenie) dla poczatkowych
wartosci argumentu (liczb naturalnych) - tym
samym wyznaczenie warunkéw brzegowych.




Wzdbr jawny na n-ty wyraz ciggu =
rozwigzanie rownania rekurencyjnego
wzor, w ktorym n-ty wyraz ciagu (a,,)

zalezy jedynie od ni od pewnych statych

(a nie zalezy od poprzednich wyrazéw tego ciagu)

Np.
a, = 3n,
an — 3/77’-]

Nazywa sie tez postacia zwarta.




Przyktad: Wieze Hanoi - ztozonos¢
algorytmu rekurencyjnego

1. Przenies (rekurencyjnie) n-1 krazkow ze
stupka A na B postugujac sie stupkiem C.

2. Przenies najwiekszy krazek z A na C.

3. Przenies (rekurencyjnie) n-1 krazkow ze
stupka B na C postugujac sie stupkiem A.

Niech H(n) = liczba ruchow potrzebnych do
przetozenie n krazkow.
Hin) = Hn-1) + 1 + Hn-1)dla n>17
krok 1 krok 2 krok 3
oraz H(1)=1




Przyktad: Wieze Hanoi - ztozonos¢
algorytmu rekurencyjnego

Czyli
Hin)=2H(n-1)+1 dla n>1 oraz H(1)=1

.



Przyktad: Wieze Hanoi - ztozonos¢
algorytmu rekurencyjnego

Czyli
Hin)=2H(n-1)+1 dla n>1 oraz H(1)=1

No tak.. Ale jak to rozwiazac ?!




Kréliki Fibonacciego

W 1202 roku Leonardo Fibonacci z Pizy
sformutowat nastepujacy problem:

» Na poczatku mamy jedna pare
nowonarodzonych krolikow




Kréliki Fibonacciego

W 1202 roku Leonardo Fibonacci z Pizy
sformutowat nastepujacy problem:

» Na poczatku mamy jedna pare
nowonarodzonych krolikow

» Kazdej parze krélikdw co miesiac (ale
poczawszy od drugiego miesiaca po
urodzeniu) rodzi sie jedna para krélikow




Kréliki Fibonacciego

W 1202 roku Leonardo Fibonacci z Pizy
sformutowat nastepujacy problem:

» Na poczatku mamy jedna pare
nowonarodzonych krolikow

» Kazdej parze krélikdw co miesiac (ale
poczawszy od drugiego miesiaca po
urodzeniu) rodzi sie jedna para krélikow

» Kroliki sa nieSmiertelne ( w wersji angielskiej
brzmi to: RABBITS NEVER DIE !)




Zagadka Fibonacciego

lle bedzie par krolikow po n miesiacach ?
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Zagadka Fibonacciego

lle bedzie par krolikow po n miesiacach ?
Niech F,, = liczba par krolikow po n miesiacach

Liczba par krolikow = liczba ,starych” par +
liczba ,nowonarodzonych” par




Zagadka Fibonacciego

lle bedzie par krolikow po n miesiacach ?
Niech F,, = liczba par krolikow po n miesiacach

Liczba par krolikow = liczba ,starych” par +
liczba ,nowonarodzonych” par

czyli
F,.=F,,+F, ., dlan>2 oraz F;=F,=1




Kroliki Fibonacciego

FE |



Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Kroliki Fibonacciego
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Te sliczne kroliki Jedi stworzyt Tomasz Brengos przygotowujgc slajdy do wyktadu
,Wojna statych”, T.Brengos, K.Brys, P.Naroski



Zagadka Fibonacciego
F,=F,,+F, ., dlan>2 oraz Fy=F,=1

Jak wyglada wzor jawny czyli rozwiazanie tego
rownania zalezne tylko od n ?




Zagadka Fibonacciego
F,=F,,+F, ., dlan>2 oraz Fy=F,=1

Jak wyglada wzor jawny czyli rozwiazanie tego
rownania zalezne tylko od n ?

Myslano, myslano ....




Zagadka Fibonacciego
F,=F,_,+F,, dlan>2 oraz F,=F,=1

Jak wyglada wzor jawny czyli rozwiazanie tego
rownania zalezne tylko od n ?

Myslano, myslano i przez ponad 500 lat nic nie
wymyslono




Metody rozwiazywania rownan
rekurencyjnych

» Metoda naiwna
» Metoda iteracyjna

» Metoda uniwersalnha




Meotda naiwna

1. Odgadnij rozwiazanie rownania
2. Udowodnij jego prawdziwosc
(np. za pomoca indukcji matematycznej)




Zasada indukcji matematycznej

Ogodlna zasada indukcji matematyczne]
Jezeli

1) (baza indukcji) Twierdzenie T(n,) jest prawdziwe
dla pewnej liczby naturalnej n,

oraz

2) (krok indukcyjny) dla dowolnego n>n,

z prawdziwosci twierdzenia T(k), dla kazdego
no<k<n, wynika prawdziwos¢ twierdzenia T(n),

to

Twierdzenie T(n) jest prawdziwe dla kazdej \i 5
liczby naturalnej n>n¢

-




Zasada indukcji matematycznej

Zasada indukcji matematycznej z krokiem jeden
Jezeli

1) (baza indukcji) Twierdzenie T(n,) jest prawdziwe
dla pewnej liczby naturalnej n,

oraz

2) (krok indukcyjny) dla dowolnej liczby

naturalnej n>n,, z prawdziwosci twierdzenia T(n-1)
wynika prawdziwosc¢ twierdzenia T(n),
to

Twierdzenie T(n) jest prawdziwe dla kazdej (G
liczby naturalnej n>n,@




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

permutacja zbioru n-elementowego =ustawienie
w ciag elementdw zbioru n-elementowego
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permutacja zbioru n-elementowego =ustawienie
w ciag elementdw zbioru n-elementowego

Niech
P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

permutacja zbioru n-elementowego =ustawienie

w ciag elementow zbioru n-elementowego

Niech

° = liczba permutacji zbioru n-elementowego

Przyjmijmy, ze zliczamy permutacje zbioru

nl={1,2,...,n}

(kazdy zbior n-elementowy mozna utozsamic z
tym zbiorem)




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Tworzymy zaleznosc rekurencyjna




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Tworzymy zaleznosc rekurencyjna
Wyznaczamy kilka pierwszych wyrazéw ciagu P, :




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Tworzymy zaleznosc rekurencyjna

Wyznaczamy kilka pierwszych wyrazéw ciagu P, :
P, =1 bo (1)




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Tworzymy zaleznosc rekurencyjna

Wyznaczamy kilka pierwszych wyrazéw ciaggu P, :
P, =1 bo (1)

P, = 2= 2P, bo (1,2), (2,1)




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego

Tworzymy zaleznosc rekurencyjna

Wyznaczamy kilka pierwszych wyrazéw ciaggu P, :

. =1 bo (1)

P, = 2= 2P, bo (1,2), (2,1)

P. = 6= 3P, bo (1,2,3), (1,3,2), (3,1,2),
2,1,3), (2,3,1), (3,2,1)




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Tworzymy zaleznosc rekurencyjna
Wyznaczamy kilka pierwszych wyrazéw ciaggu P, :
. =1 bo (1)
P, = 2= 2P, bo (1,2), (2,1)
P. = 6= 3P, bo (1,2,3), (1,3,2), (3,1,2),
2,1,3), (2,3,1), (3,2,1)

Stawiamy hipoteze, ze

P =nP,,,dlan>1oraz P, =1




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Stawiamy hipoteze, ze
P,=nP, _,,dlan>1oraz P, =1




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Stawiamy hipoteze, ze
P,=nP, _,,dlan>1oraz P, =1

Rzeczywiscie: z kazdej permutacji zbioru
(n-1)-elementowego powstaje n permutagji
zbioru n-elementowego,

kazda z doktadnie jednej takiej permutagji




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Stawiamy hipoteze, ze
P,=nP, _,,dlan>1oraz P, =1

Rzeczywiscie: z kazdej permutacji zbioru
(n-1)-elementowego powstaje n permutagji
zbioru n-elementowego,

kazda z doktadnie jednej takiej permutagji

Mamy zatem rownanie rekurencyjne.
Teraz trzeba je rozwiazac...



Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego
Rozwigzujemy rownanie

P,=nP_,,dlan>1oraz P, =1
metoda naiwna:




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego

Rozwigzujemy rownanie
P,=nP_,,dlan>1oraz P, =1

metoda naiwna:

Zauwazamy, ze

P, =1=1!bo (1)




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego

Rozwigzujemy rownanie
P,=nP_,,dlan>1oraz P, =1

metoda naiwna:

Zauwazamy, ze

P, =1=1!bo (1)

P, = 2= 2P,=2*1=2!




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego

Rozwigzujemy rownanie
P,=nP_,,dlan>1oraz P, =1

metoda naiwna:

Zauwazamy, ze

P, =T1=1!bo (1)

P, = 2= 2P,=2*1=2]

P, = 6= 3P, =3*2*1=3!

/gadujemy, ze

P, = n!dla kazdego n > 1




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, = liczba permutacji zbioru n-elementowego

Rozwigzujemy rownanie
P,=nP_,,dlan>1oraz P, =1

metoda naiwna:

Zauwazamy, ze

. =T1=1!bo (1)

P, = 2= 2P,=2*1=2]

P, = 6= 3P, =3*2*1=3!

Zgadujemy, ze

P, = n'dla kazdego n > 1

Teraz pozostaje to udowodnic




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, =nP_,,dlan>1oraz P, =1
Dowodzimy, ze T(n): P, = n! dla kazdego n > 1
za pomoca indukcji matematycznej z krokiem jeden:




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, =nP_,,dlan>1oraz P, =1
Dowodzimy, ze T(n): P, = n! dla kazdego n > 1
za pomoca indukcji matematycznej z krokiem jeden:
Baza indukcji: T(1) prawda bo P, =1 = T!




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, =nP_,,dlan>1oraz P, =1
Dowodzimy, ze T(n): P, = n! dla kazdego n > 1
za pomoca indukcji matematycznej z krokiem jeden:
Baza indukcji: T(1) prawda bo P, =1 = T!
Krok indukcyjny: dla dowolnego n>1,
Zatozenie: P,_; = (n-1)!

Teza: P, = n!




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, =nP_,,dlan>1oraz P, =1
Dowodzimy, ze T(n): P, = n! dla kazdego n > 1
za pomoca indukcji matematycznej z krokiem jeden:
Baza indukcji: T(1) prawda bo P, =1 = T!

Krok indukcyjny: dla dowolnego n>1,
Zatozenie: P,_; = (n-1)!
Teza: P, = n!
Dowod: P, = nP,_; =(z zat. ind.) = n*(n-1)!=n! O




Przyktad - wzor na liczbe permutacji zbioru
n-elementowego

P, =nP_,,dlan>1oraz P, =1
Dowodzimy, ze T(n): P, = n! dla kazdego n > 1
za pomoca indukcji matematycznej z krokiem jeden:
Baza indukcji: T(1) prawda bo P, =1 = T!
Krok indukcyjny: dla dowolnego n>1,
Zatozenie: P,_; = (n-1)!
Teza: P, = n!
Dowod: P, = nP,_; =(z zat. ind.) = n*(n-1)!=n! O
Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej,
twierdzenie T(n) jest prawdziwe dla
dowolnej liczby naturalnej n>1.




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Chcemy dowiesc, ze wszystkie koty sa czarne.
Niech T(n) = ,w kazdej grupie ztozonej z n kotow
wszystkie sg czarne” dla dowolnego n>1.

Dowoc¢

natura

zimy prawdziwosci T(n) dla dowolnej liczby

nej n>1 za pomoca indu

KCJI matematyczne]j




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Chcemy dowiesc, ze wszystkie koty sa czarne.

Niech T(n) = ,w kazdej grupie ztozonej z n kotow
wszystkie sg czarne” dla dowolnego n>1.

Zatozenie: W kazdej grupie ztozonej z n-1 kotow
wszystkie sa czarne. (n>1)

Teza: W kazdej grupie ztozonej z n kotow
wszystkie sa czarne. (n>1)
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Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Chcemy dowiesc, ze wszystkie koty sa czarne.

Niech T(n) = ,w kazdej grupie ztozonej z n kotow
wszystkie sg czarne” dla dowolnego n>1.

Zatozenie: W kazdej grupie ztozonej z n-1 kotow
wszystkie sa czarne. (n>1)

Teza: W kazdej grupie ztozonej z n kotow
wszystkie sa czarne. (n>1)

Dowod:

Wezmy n kotdow. Oznaczmy je numerami 1,2,..., n-1,n.

/ zat. indukcyjnego koty o numerach 1,...,n-1 s3a czarne.

/ zat. indukcyjnego koty o numerach 2,...,n sa czarne.




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Chcemy dowiesc, ze wszystkie koty sa czarne.

Niech T(n) = ,w kazdej grupie ztozonej z n kotow
wszystkie sg czarne” dla dowolnego n>1.

Zatozenie: W kazdej grupie ztozonej z n-1 kotow
wszystkie sa czarne. (n>1)

Teza: W kazdej grupie ztozonej z n kotow
wszystkie sa czarne. (n>1)

Dowod:

Wezmy n kotdow. Oznaczmy je numerami 1,2,..., n-1,n.

/ zat. indukcyjnego koty o numerach 1,...,n-1 s3a czarne.

/ zat. indukcyjnego koty o numerach 2,...,n sa czarne.
T Czyli wszystkie n kotow jest czarnych O




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej
twierdzenie T(n) = ,w kazdej grupie ztozone]

z n kotow wszystkie sa czarne” jest prawdziwe
dla kazde;j...




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej
twierdzenie T(n) = ,w kazdej grupie ztozone]

z n kotow wszystkie sa czarne” jest prawdziwe
dla kazde;j...

CHWILA il




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej
twierdzenie T(n) = ,w kazdej grupie ztozone]

z n kotow wszystkie sa czarne” jest prawdziwe
dla kazde;j...

CHWILA I1I
A baze indukcji to kto sprawdzi ?




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej
twierdzenie T(n) = ,w kazdej grupie ztozone]

z n kotow wszystkie sa czarne” jest prawdziwe
dla kazde;j...

CHWILA I1I
A baze indukcji to kto sprawdzi ?

Baza indukcji: T(1) = w kazdej grupie ztozone]
z jednego kota wszystkie sg czarne




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej
twierdzenie T(n) = ,w kazdej grupie ztozone]

z n kotow wszystkie sa czarne” jest prawdziwe
dla kazde;j...

CHWILA !ill
A baze indukcji to kto sprawdzi ?
Baza indukcji: T(1) = w kazdej grupie ztozone]
z jednego kota wszystkie sa czarne
TO PRZECIEZ NIEPRAWDA !




Przyktad ,dowodu” indukcyjnego

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej
twierdzenie T(n) = ,w kazdej grupie ztozone]

z n kotow wszystkie sa czarne” jest prawdziwe
dla kazde;j...

CHWILA !ill
A baze indukcji to kto sprawdzi ?
Baza indukcji: T(1) = w kazdej grupie ztozone]
z jednego kota wszystkie sa czarne
TO PRZECIEZ NIEPRAWDA !

Czyli nie da sie tego udowodni¢ za pomoca
indukcji matematycznej.




Whiosek

Nalezy pamietac o sprawdzeniu czy prawdziwa
jest baza indukcji !

Inaczej uda sie ,wykazac’, ze

Wszystkie dzieci sg grzeczne,
Wszystkie kobiety sa piekne,

Itp..




Metoda iteracyjna

» Rozwin (iteruj) rekurencje az do otrzymania
sumy sktadnikow zaleznych tylko od » i
warunkow brzegowych

» Oblicz rozwiazanie obliczajac sume
otrzymanych sktadnikow.




Metoda iteracyjna - przyktad

Niech a, =2 a,_;dlan>0 oraz a,=].

.



Metoda iteracyjna - przyktad

Niech a, =2 a,_;dlan>0 oraz a,=].

Wtedy a, =2 -a, ,=2-2-a,,=2:2-2-a,_;
=.=2-.2-a,=2"-1=2"

n razy




Metoda uniwersalna

» Znajdz twierdzenie, w ktorym opisana jest
postacC rozwigzania danego rownania
rekurencyjnego




Metoda uniwersalna

» Znajdz twierdzenie, w ktorym opisana jest
postacC rozwigzania danego rownania
rekurencyjnego

» albo sam udowodnij takie twierdzenie
wykorzystujac funkcje tworzace




Réwnanie rekurencyjne liniowe k-tego rzedu

a =A,a,;, +A,a,,+...+A.a, dla n= Kk,
gdzie A;, A,,..., A, sa pewnymi statymi oraz
wartosci a,, a;,..., a4, _; 53 dane.

Np.
a, =4a,_; + 3a, >+ 2a, ;dla n> 3,
30:] y a] :2, 32:6.




Twierdzenie o postaci rozwigzania
rownania rekurenycjnego liniowego

Jezeli ciag dany jest rownaniem
a, =Aa,, +Aa, +...+A,a, dlan=k,
gdzie A, , A,,..., A, sa pewnymi statymi oraz
wartosci a,, a,;,..., a4, _; 53 dane,
to a,=c¢;, ;) +...+ ¢, (r,)",
gdzie r,,..., r,sa pierwiastkami rownania
charakterystycznego postaci:
rk=A, rk-1+ A, rk=2+...+A,;r + A,
(a,;— r*/ dlai=0,...,k)

a state ¢,,...,c,wyznaczamy korzystajac

z warunkow brzegowych




Twierdzenie o postaci rozwiazania rownania
rekurenycjnego liniowego 1-go rzedu

Jezeli ciag dany jest rownaniem
a, =Aa,;+Bdlan= 2,
gdzie A, Bsa pewnymi statymi oraz
wartosci a,, a; sa dane,
to

a, =cA"+d,
gdzie state ¢, d wyznaczamy z uktadu réwnan:
a,=c+d
a=cA+d




Przyktad - wieze Hanoi

Hn)=2Hn-1)+1 dla n>1 oraz H(1)=1
Korzystamy z (dla A=2):
Hn)=c-2" + d

.



Przyktad - wieze Hanoi

Hn)=2Hmn-1)+1 dla n>1 oraz H(1)=1

Korzystamy z (dla A=1):
Hn)=c-2" + d

Z warunkow brzegowych:

H(l)=1oraz HZ)=2 -1+1=3

otrzymujemy:

H(l)=1=c-2 +d

HZ2)=3=c-2? +d




Przyktad - wieze Hanoi

Hn)=2Hn-1)+1 dla n>1 oraz H(1)=1

Korzystamy z (dla A=1):
Hin)=c-2" + d

Z warunkow brzegowych:

H(l)=1oraz HZ2)=2 -1+1=3

otrzymujemy:

H(l)=1=c-2 +d

HZ2)=3=c-22 +d

i stad

c=1 d=-1

czyli ostatecznie: H(n)= 2" -1




Przyktad - wieze Hanoi

Mamy:
H(n) = liczba ruchéw potrzebnych do
przetozenia n krazkow =2" -1

Legenda gtosi, ze tybetanscy mnisi w swiatyni
Brahmy rozwiazuja ta zagadke dla n=64
krazkow a kiedy skoncza nastapi koniec sSwiata

H(64)=2% -1=18 446 744 073 709 551 615
(blisko 18 i pot tryliona)



Przyktad - wieze Hanoi

Gdyby mnisi przektadali 1 krazek co sekunde,
to przeniesienie 64 krazkow zajetoby im
584 542 miliardow lat

(WszechsSwiat ma okoto 13,7 miliarda lat)




Twierdzenie o postaci rozwiazania rownania
rekurenycjnego liniowego 2-go rzedu

Jezeli ciag dany jest rownaniem

a, =Aa,,+Ba,, dlan>2
gdzie A, Bsa pewnymi statymi oraz

wartosci a,, a; sa dane, to

a, =c,(r;)" + c.(r,)
gdzie r,;, r,sa pierwiastkami rownania
charakterystycznego postaci:
r<=A-r +B (@, ;,— r<' dlai=0,1,2)

a state ¢, , ¢, wyznaczamy z uktadu rownan:
d,= C; +C
a,=C; -Ii+cC,r;




Przyktad - ciag Fibonacciego

- =F,_,+F,, dlan>2 oraz Fy=F,=1
Korzystamy z (dla A=B=1):
ROwnanie charakterystyczne ma postac:
r<=r+1czylir<-r-1 =0
Pierwiastkami tego rowhania sa liczby:

— . __ 1+5 1—/5
r1_ O = 9 r2 2

P
)
]

/atem F}’L = C1 (12\/5)” + ¢o - (1_{—2\/5)?’&




Przyktad - ciag Fibonacciego
Zatem F, = ¢ - (1—7\/?-;)?1 + o - (1%\/@)?1
/, warunkow brzegowych mamy

Fop=1=¢c + ¢
ﬁ11212(j1 1\/_—’—(,. 1+\/_,

Rozwiazujac ten uktad rownan otrzymujemy:

1 1—+/b

g

D %

L+ /5
2

C1 = — , Co =

—_
[

Zatem, ostatecznie

1 1+\/5n+l 1—\/_

Pwn _ )n+l)



Rekurencja a nierekurencja

Obliczanie n-tej liczby Fibonacciego F,, :

rekurencyjnie:

F1(n)

1.Jeslin<2 to F1(n) =1

2.)Jeslin=2,to F1(nN)=F1(n-1)+F1(n-2)

nierekurencyjnie:

F2(n)

1. ]Jesli (n=0 LUB n=1), to F2(n)=1

2.)Jeslin=2,tof1=1, f2=1 oraz
dlai=2,...,n

F2()=f1+f2; f2=f1;: f1=F2(i);




Rekurencja a nierekurencja

Procedura rekurencyjna bedzie wielokrotnie
liczyta te same wartosci F1(k).

F1(4)

F1(2) F1(1) Fi1) F1(0)

Fi(1) F1(0)



Rekurencja a nierekurencja

Procedura nierekurencyjna policzy wszystkie
kolejne liczby Fibonacciego od F, do F,

ale kazda z nich tylko raz.

Zatem szybsza (i to znacznie) bedzie
procedura nierekurencyjna.




»  TO JUZ JEST

.



»  TO JUZ JEST KONIEC

.



