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Tematy do opracowania na warsztatach 2011.06.07.
Wydzial MiNI PW
Temat: Nieskonczono$c.

(a) Wykazaé, ze zbidr liczb catkowitych jest przeliczalny.
(b) Wykazaé, ze zbidr liczb pierwszych jest przeliczalny.

(c) Wykazaé, ze zbiér liczb utamkowych (wymiernych) dodatnich jest
przeliczalny.

(d) Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.

. Bierzemy pod uwage zbiér punktéw na odcinku o dtugosci jednego metra,

ktére odpowiadaja liczbom wymiernym.

Dysponujemy ztotym drutem, ktérego metr ma mase jednego kilograma.
Sprobowaé przykry¢ wszystkie punkty wymierne kawateczkami drutu o do-
datniej dtugosci, zeby masa wszystkich uzytych kawalkéw byla nie wigksza
niz 10 g.

Czy sa po tej operacji miejsca na odcinku, w ktérych nie ma zlota?

Czy odcinek o dlugoéci 2 metry i szeScian o krawedzi 1 metra sa zbiorami

rownolicznymi, czy nie?
Jesli nie, to ktory jest bardziej liczny?

. Po jakim czasie mniej wiecej Achilles dogoni zétwia, jesli Achilles biegnie

100 metréw w 20 sekund, a wyjatkowy zotw dysponuje srodkami ener-
getyzujacymi, dzieki ktérym jest tylko o polowe wolniejszy. Z6tw zaczyna
ucieczke z Tarnowa i pedzi w kierunku Krakowa i dalej, a Achilles zaczyna
goni¢ z Warszawy.

Zaktadamy, ze Achilles zna sie troche na geometrii i biegnie w inteligentny
sposob, a zotw bezmyslnie.

Obydwaj musza co 2 godziny zrobi¢ godzine przerwy w biegu, a co trzecia
przerwa musi trwaé¢ 4 godziny.

Uktadamy jedna nad druga belki o dlugosci dwoch metréw. Przesuniecie
najwyzszej do drugiej w prawo jest rowne 1. Przesuniecie drugiej w sto-
sunku do trzeciej od gory jest réwne x5 i tak dalej.

Ukladamy w taki sposob, zeby to sie nie zawalilo, ale zeby te przesuniecia
byly mozliwie duze. Wynika stad, ze dla kazdej warstwy n belek od gory
ich érodek ciezkosci musi leze¢ nad belka o numerze n+1.

Wiadomo, ze $rodek ciezkosci jednakowych mas potozonych na prostej jest
polozony w miejscu, ktore jest $rednia arytmetyczna ich $rodkéw ciezko-
$ci.

Znalez¢ maksymalne mozliwe wysuniecia belek wzgledem siebie.

Wysnué stad wniosek, ze suma tych wysunieé¢ bedzie rosta do nieskonczo-
nosci.



Wskazéwka: Najlepiej zaczaé analizowaé taka sterte od gory. Najpierw dla
dwoch belek, pézniej trzech i w koncu ogdlnie. Pelny dowdd wymaga za-
stosowania indukcji matematycznej.

Wskazowka: Trzeba bedzie skorzystaé z faktu, ze sumy odwrotnosci kolej-
nych liczb naturalnych rosna do nieskonczonosci.

O ile dowdd tego nie bedzie zrobiony na wykladzie (a prawdopodobnie
czasu nie wystarczy), to mozna zrobi¢ na warsztatach.



