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Twierdzenie 1 (Nier6wnos¢ tréjkata). Niech |AB| oznacza odlegtos¢ punktu A od B na plaszczyZnie. Niech
A, B, C bedq punktami (niekoniecznie réznymi). Zachodzi wtedy:

|AB| < |AC| + |BC|.
Réwnosé w powyzszej nierdwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, kiedy punkt C' lezy na odcinku AB.

Zadanie 2. W wierzchotkach A, B, C tréjkata réwnobocznego mieszkajq zwierzaki. W wierzchotku A — trzech, B
— czterech, C' — siedmiu. Gdzie w tréjkacie powinni si¢ spotkac, by przebyta przez nich wszystkich droga byta jak
najmniejsza?

Zadanie 3. Udowodnij ponizsze nieréwnosci (a, b sq liczbami rzeczywistymi):
(a) a®+b% > 2ab.

(b) a® + 4ab+ 5% > 0.

(c) a® +b* > ab.

(d) 2a®+ ab+ 5b% > 0.
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Twierdzenie 4. Niech ay,as,...,a, beda dodatnimi liczbami oraz niech K, = \/ itapt.. Ly
n
a;t+as+...+a n . . .
A, = 1 2 " G, = aiay...an, H, = il T T Zachodzi wtedy tzw. nierdwnos¢ mie-
n a1 + as + ...+ an

dzy Srednimi:

oraz réwnosci w powyzszych nieréwnosciach zachodzq wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = az = ... = ay.
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Zadanie 5. Udowodnij, ze dla dodatniej liczby rzeczywistej t zachodzi t + n > 2.

Zadanie 6. Udowodnij, ze dla liczb a, b o takim samym znaku zachodzi nieréwnosé % + 2 > 2.
Zadanie 7. Udowodnij, ze dla dodatniej liczby rzeczywistej x zachodzi

zt 4 28 > 225,
Zadanie 8. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi

T+ x+ % = 3.

x

Zadanie 9. Udowodnij, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi a® + b® + ¢® > ab + ac + be.
Zadanie 10. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, c spetniaja a + b+ ¢ = 0, to ab + ac + be < 0.

Zadanie 11. Udowodnij, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi (a + b)(a + ¢)(b + ¢) > 8abe.

Zadanie 12 (Zadanie z Kursu maturalnego Kota Naukowego Matematykéw PW —sa na fb). Udowodnij, ze
2 p? b
dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b zachodzi 4 —+3 (a + > > 8.
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Zadanie 13. Znajdz najmniejszq wartosc funkcji f(x) = x* + —;, gdzie x > 0.
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Zadanie 14. Znajdz najmniejszq wartos¢ funkeji f(x) = x° + = + —;, gdzie x > 0.
X T

Zadanie 15. Znajdz najmniejszq wartos¢ funkcji f(z) = 2* + =, gdzie z > 0.
x
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Zadanie 16. Znajdz najmniejszq wartosé funkcji f(z) = x —|— 5, gdzie x > 0.
1
Zadanie 17. Znajdz najmniejszq wartos¢ funkcji f(x) = x* 4+ —;, gdzie x > 0.
x
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Zadanie 18. Znajdz najmniejszq wartos¢ funkcji f(x) = x + 2* + —;, gdzie x > 0.
x
Zadanie 19. Znajdz najwigkszq wartos¢ funkcji f(x) = x(6 — x), gdzie x € (0, 6).
Zadanie 20. Znajdz najwigkszq wartos¢ funkcji f(x) = 3z(6 — 3x), gdzie x € (0, 2).

Zadanie 21. ZnajdzZ najwigkszq wartos¢ funkcji f(x

(
(
(
(
(
(

x(6 — 3x), gdzie x € (0, 2).

Zadanie 22. Znajdz najwigkszq wartos¢ funkcji f(x

)
)
)
)= x- (6 2),gdziex € (0,3).
)

Zadanie 23. Znajdz najwigksza wartos¢ funkcji f(x) = -x(6 — 3x), gdzie xz € (0,2).
Zadanie 24. Znajdz najwicksza wartos¢ funkcji f(x) = 22(6 — ), gdzie x € (0,6).
Zadanie 25. Liczbe 2020 rozt6z na sume czterech sktadnikéw, dla ktérych suma ich kwadratéw jest najmniejsza.

Zadanie 26. Rozwiqz problem izoperymetryczny wsréd prostokqtéw — mianowicie, uzasadnij, ze wsréd wszystkich
prostokatéw o ustalonym obwodzie 2p najwigksze pole ma kwadrat.

Zadanie 27. Rozwiaz problem izoperymetryczny wsrdd tréjkatow — mianowicie, uzasadnij, Ze wsréd wszystkich
tréjkatéw o ustalonym obwodzie 2p najwigksze pole ma tréjkat réwnoboczny (skorzystaj ze wzoru Herona).

Zadanie 28. Udowodnij, ze jezeli dodatnie liczby rzeczywiste ay,as, ..., an spetniajg a; +az + ...+ ap, < 1, to
zachodzi

11 1,

—+ —+...+—2=n"

a1 Gz Gn

Ponizej znajduja sie typowe zadania maturalne, ktére standardowo rozwiazuje sie tzw. rachunkiem
rézniczkowym — mozna jednak o wiele szybciej zrobi¢ je przy pomocy metod z nieréwnosci przy wyko-
rzystaniu nieréwnosci miedzy $rednimi.

Zadanie 29. Podstawa prostopadtoscianu jest prostokqt o stosunku bokéw 1 : 3. Objetos¢ bryty jest réwna 12.
Oblicz wymiary tego prostopadtoscianu, aby jego powierzchnia catkowita byta najmniejsza. Oblicz te najmniejszq
powierzchnie.

Zadanie 30. Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidtowe czworokqtne o krawedzi bocznej réwnej 3. Oblicz pole
powierzchni catkowitej tego z tych ostrostupéw, dla ktérego pole przekroju plaszczyzng przechodzaca przez srodki
dwdch sasiednich krawedzi podstawy oraz wierzchotek ostrostupa jest najwieksze mozliwe.

Zadanie 31. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych przekrojem osiowym jest trojkat o obwodzie 20. Oblicz wysokos¢
i promieti podstawy tego stozka, ktérego objetos¢ jest najwigksza. Oblicz objetos¢ tego stozka.

Zadanie 32. Rozpatrujemy wszystkie trojkaty rownoramienne o ramionach dtugosci 6. Oblicz cosinus kata mie-
dzy ramionami tego z tych tréjkatéw, dla ktérego objetos¢ bryty powstatej w wyniku obrotu tréjkata dokota prostej
zawierajqcej jego podstawe jest najwigksza mozliwa. Oblicz te najwigksza objetosé.

Zadanie 33. Rozpatrujemy wszystkie prostopadtosciany o objetosci 8, ktérych stosunek dtugosci dwdch krawedzi
wychodzacych z tego samego wierzchotka jest réwny 1:2 oraz suma dtugosci wszystkich dwunastu krawedzi jest
mniejsza od 28. Wyznacz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jako funkcje dtugosci jednej z jego krawe-
dzi. Wyznacz dziedzing tej funkcji. Oblicz wymiary tego sposrdd rozpatrywanych prostopadfosciandw, ktérego pole
powierzchni catkowitej jest najmniejsze.



