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MATEMATYCZNE BAJKI.
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Po co one s3?

Podstawowe zasady bajkopisarzy
matematycznych.
Regula mnozenia 1 dodawania.
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MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

© Po co one s3?
o Podstawowe zasady bajkopisarzy matematycznych.

e Regula mnozenia 1 dodawania.
e Regula leniwego matematyka.
Zasada silni.

Zasada wyboru.

e [los¢ wszystkich podzbiorow.

o Przyktady bajek.

o Kotki.
e Studenci na egzaminie.

e Ali-Baba i rozbojnicy.




MATEMATYCZNE BAJKI.
PO CO ONE SA?

Dowodzenie (niekiedy  zawilych)  wzoréw
w przystepny 1 zrozumialy, intuicyjny sposob.
Rozwijanie wyobrazni.

Wzory kombinatoryczne, jak sama nazwa
wskazuje opieraja, sie na kombinowaniu ©

Wymyslanie wlasnych wzorow na podstawie
roznych bajek opisujacych to samo zdarzenie.

o~
=

Zrédlo: wikipedia.com



MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Podstawowe zasady bajkopisarzy matematycznych.

Regula mnozenia i dodawania.

§
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PODSTAWOWE ZASADY.
REGULA MNOZENIA | DODAWANIA.

Gdy w opowiadane] przez nas bajce uzyjemy
stowa ,,lub”, czyli zazwyczaj opisujemy zupetnie
inng sytuacje, W zapisie matematycznym
uzywamy znaku dodawania ,,+”.
Gdy chcemy policzy¢ ilo$¢ mozliwych wynikow
W rzucle symetryczng moneta, mozemy uczynié

to nastepujaco:
,, Wyrzucimy orla lub reszke”

| Czyli mozliwosci bedzie 1+1=2. |
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PODSTAWOWE ZASADY.
REGULA MNOZENIA | DODAWANIA.

Gdy w opowiadane] przez nas bajce uzyjemy
stowa ,,1”°, czyli opisuyjemy zazwyczaj t¢ samgq
sytuacj¢, jej  kontynuacjg, w  zapisie
matematycznym uzywamy znaku mnozenia

L2
29

Gdy chcemy policzy¢ 1los¢ mozliwosct wynikow przy dwoch

rzutach symetryczng, szescienng kostka do gry, mozemy uczynic
X to nastgpujaco:

oW plerwszym rzucie mozemy otrzyma¢ 6  wynikow
1 w drugim rzucie mozemy otrzymac 6 wynikow.

X o Czyl1 1los¢ wynikow bedzie rowna: 6 - 6 = 36. X



MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Podstawowe zasady bajkopisarzy matematycznych.

Regula leniwego matematyka.

2
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PODSTAWOWE ZASADY.
REGULA LENIWEGO MATEMATYKA.

Matematycy ] leniwi, w tym sensie,
ze¢ mnie chce 1mm si¢ zbyt duzo - pisac
1 wymyslaja dziwne symbole, ktore skracajg zapis ©

Na przykiad zamiast napisa¢ po polsku:

,Istnieje taka liczba naturalna dodatnia n, ktorej kwadrat jest
rowny 225”

matematyk pisze:
Hnel‘\\]-l- le — 225



PODSTAWOWE ZASADY.
REGULA LENIWEGO MATEMATYKA.

Poznamy teraz skrocony zapis dodawania:
n

Zak =Qaq+a; +asz+ag +as+...+ay
k=1
Na przykiad zamiast pisac:
1*+2* +3* 4+ 4* + 5%+ 6* + 7* + 8* + 9* + 10*

mozemy napisac:
10
k=1



PODSTAWOWE ZASADY.
REGULA LENIWEGO MATEMATYKA.

Poznamy teraz skrocony zapis mnozenia:
n

‘ ‘ak = adq1'0dp 03 "0y "Ag "Ag *..." An
k=1
Na przykiad zamiast pisac:

(12 +V1)(2% + v2)(32 + V3) (4% + v4) (52 + V5) (6% + V6)

mozemy napisac:

li[(k2 + Vk)



PODSTAWOWE ZASADY.
REGULA LENIWEGO MATEMATYKA.

Przyktady zastosowan regut skréconego zapisu

dodawania oraz mnozenia:
n

2, )= (D) + )+ G)+ () ++ (. 21)+ ()

k=1

n
H(Zk—l)=1-3-5-7-9-11-13-...-(2n—1)
k=1



MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Podstawowe zasady bajkopisarzy matematycznych.

Zasada silni.

2
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PODSTAWOWE ZASADY.
ZASADA SILNI.

Silni¢ liczby naturalnej definiujemy nastgpujaco:

nl:{l dia n=0
' 1-2:-3...ndlan>0

Silnia liczby » jest to mnaczej 1loczyn wszystkich liczb naturalnych
do n wlacznie.

Np.
S5!'=1-2-3-4-5=120
10!=1-2-3:4-5-6-7-8-9-10 = 3628800
22! _ 2012122 _ 21-22

_ _ = 462
20! 20! 1




PODSTAWOWE ZASADY.
ZASADA SILNI.

Policzmy 1ile jest sposobOw ustawienia n 0sOb
W szereg.
ROZWIAZANIE:

Na pierwszym miejscu mamy n mozliwosci ustawienia
osoby, na drugim miejscu mamy juz n — 1 mozliwosci
ustawienia osoby, na trzecim Jjuz n-—2 , ...,
a na ostatnim miejscu mamy juz tylko 1 mozliwos¢
ustawienia osoby (wszystkie 1nne osoby juz stoja
na pozostatych miejscach).

Reasumujac 1los¢ wszystkich mozliwosci jest rowna:
n-n—-1)-n—2)-..-.3:2-1=n!

~
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MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Podstawowe zasady bajkopisarzy matematycznych.

Zasada wyboru.

Zrédto: wikipedia.com



PODSTAWOWE ZASADY.
ZASADA WYBORU.

Symbol Newtona definiujemy nast¢pujaco:

!
(1) = k! (nn— K)!

Przyjmujac ponadto, ze dla k>n zachodzi (Z) = 0.

Obliczmy na przyktad:
10 10! 7!-8-9-10 8-9-10_
(3) 3-71 3.7 31

8:9- 10_4-3'10_120
1-2-3  1-1-1
Przekonamy si¢ za  chwil¢ jaki  sens %

kombinatoryczny kryj¢ si¢ w symbolu Newtona. L




PODSTAWOWE ZASADY.
ZASADA WYBORU.

Zadanie: Na 1le sposoboOw mozna ustawiC n
roznych ksigzek na potce?
Rozwiazanie I:

Jest to 1naczej ustawienie n  ksigzek w szereg,
wigc otrzymamy dokladnie n! mozliwosci.



PODSTAWOWE ZASADY.
ZASADA WYBORU.

Zadanie: Na ile sposobdéw mozna ustawi¢ n roznych

ks1azek na potce?

Rozwiazanie II:
Niech k& — pewna liczba naturalna k < n.
Sposrod wszystkich n miejsc na potce wybieramy najpierw k
miejsc (ilo§¢ tych wyboréw oznaczmy przez CF), nastgpnie na
wybranych miejscach rozmieszczamy dowolnie & pierwszych
ksigzek — mamy wigc k! takich mozliwosci. Pozostalo nam
jeszcze (n—k) ksigzek do rozmieszczenia
na doktadnie (n — k) miejscach — ilo$¢ takich rozmieszczen jest
rowna (n — k)!.
Tym sposobem 1los¢ rozmieszczen ksiazek na polce jest rowna:

ck k- (n—k)

<i/
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PODSTAWOWE ZASADY.
ZASADA WYBORU.

Zadanie: Na ile sposoboOw mozna ustawi¢ n rdéznych
ksigzek na potce?

Whniosek:
Policzylismy ilo$¢ mozliwosci na dwa rézne sposoby, skad
otrzymalismy rownosc:

nl=Cck-kl'-(n-k)!

Po wyznaczeniu CJ:

|
G =1 (nn— ! (Z)

Otrzymalismy wigc, ze 1los¢ sposobow wyboru £

obiektow sposréd n obiektow jest roéwna (k) W

(nie musza by¢ to rzecz jasna zawsze ksiazki © ) S



PODSTAWOWE ZASADY.
ZASADA WYBORU.

o Przydatne wzory:

Uzasadnienie: kombinatoryczne (lub w ostatecznosci ze wzoru © )

4




MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Podstawowe zasady bajkopisarzy matematycznych.
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PODSTAWOWE ZASADY.
[1.0SC WSZYSTKICH PODZBIOROW.

Policzymy za chwile na dwa sposoby 1losé
wszystkich podzbioréow zbioru n-elementowego.

Zauwazmy najplerw, ze symbol (Z) okresla nam 1los¢

mozliwych  podzbioréw  k-elementowych  zbioru
n-elementowego.

Wynika to bezposrednio z tego, ze (2) oznacza 1los¢

mozliwych wyborow k rzeczy sposrod n rzeczy.



PODSTAWOWE ZASADY.
[1.0SC WSZYSTKICH PODZBIOROW.

By policzy¢ 1los¢ wszystkich mozliwych podzbiorow to
zliczamy po kolei:

)
)

2 I " 4 n
o Ilo§¢ mozliwych podzbioréw n-elementowych: (n)

o Ilo§¢ mozliwych podzbioréw 0-elementowych:

NS=IOS

o Ilo§¢ mozliwych podzbioréw I-elementowych: (

o Ilo§¢ mozliwych podzbiorow 2-elementowych:

...

o Skad 1los¢ wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego:

0+ () @)t ()=

k=0

& N
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PODSTAWOWE ZASADY.
[1.0SC WSZYSTKICH PODZBIOROW.

Policzmy 1los¢ wszystkich mozliwych

podzbilorow na inny sposob:
Ustawmy wszystkie elementy zbiory w rzedzie.
Na kazdej pozycji stol i1nny element nalezacy
do zbioru. Mamy wiec n pozycji. Przy kazde]
z nich umies¢my zarowke. Zapalona zaréwka
bedzie oznaczala, ze element, przy ktorym stoi
bedzie nalezal do rozwazanego podzbioru.

oWy Uy W Y W U -
= © = © = € = €
= = A — A —

Zrédto: wikipedia.com
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PODSTAWOWE ZASADY.
[1.0SC WSZYSTKICH PODZBIOROW.

Policzmy 1los¢ wszystkich mozliwych podzbiorow

na inny sposob:
Zauwazmy, ze 1loS¢ wszystkich podzbiorow bedzie
rowna wszystkim mozliwym ustawieniom
wilaczonych/ wylaczonych zarowek. A ile ich bedzie?
Pierwsza zarowka ma dwie mozliwosci —
albo sie Swieci, albo nie; druga tak samo, tak jak
1 trzecia 1 kazda kolejna, wiec 1los¢, wiec 1los¢
wszystkich mozliwosci bedzie rowna:

2:2:2-.02=2"

Zrédlo: wikipedia.com



PODSTAWOWE ZASADY.
[1.0SC WSZYSTKICH PODZBIOROW.

OtrzymaliSmy réwnos¢:

() + () + () +-+()=2"

n
n — n
Z (1) =2
k=0
oraz warty zapamietania fakt, ze 2™ oznacza 1los¢

wszystkich  mozliwych  podzbioréow  zbioru
n-elementowego.

I to wszystko dzieki zaré6wkom © />

&
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PODSTAWOWE ZASADY.
[1.0SC WSZYSTKICH PODZBIOROW.

o Przyktad:

. SWiQty Mikota) ma w worku n prezentow. Zaleznie
od tego jak byles/ bytas grzeczna w tym roku Mikota)
moze da¢ kilka prezentow, moze da¢ Ci wszystkie
prezenty © albo nie da¢ zadnego ®.

« Ile jest wszystkich zestawow prezentow jakie mozesz
otrzymac?

o Rozwiazanie:

» Interesuje nas 1los¢ podzbioréw zbioru prezentow,
a poniewaz prezentow jest n, to 1los§¢ wszystkich
mozliwosci wynosi 2™. L\ ..
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MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Przyklady bajek.
Kotki.

Zrédlo: wikipedia.com
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KOTKI

Udowodnimy wzor:

(k)= (=0

Rozwazana sytuacja:

Zrédto: wikipedia.com
W schronisku jest n kotkow. Pewna dziewczynka,
dajmy na to Magda, chce =zaadoptowaé przed
swietami k kotkow. Ile ma mozliwosci wziecia kotkow

do swojego domu?

~

£
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KOTKI

Udowodnimy wzor:
(1) =G 2 0)

Lewa strona rownosci:

W oczywisty sposob Magda wybiera k kotkow sposrod
n kotkow — moze to uczynié¢, dzieki zasadzie wyboru,

Zrédto: wikipedia.com

na G:) sposobow.

£
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KOTKI

Udowodnimy wzor:

(©-6"0

Prawa strona rownosci: vtello: wikipedia.com

Zamiast wybiera¢c k  kotkdéw, ktore zabierze
do domu, dziewczynka wybiera (n-k) kotkoéw, ktore

zostawl w schronisku — moze to uczyni¢ na n— k

sposobow. Reszte, czyli k kotkow, wezmie do domu.

g



KOTKI

o Obydwie historyjki opisuja jedna 1 te sama sytuacje,
1 zliczaja dokladnie to samo, co dowodzi prawdziwosci
WZzoru:

Zrédlo: garfield.wikia.com




MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Przyklady bajek.

Studenci na egzaminie.
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STUDENCI NA EGZAMINIE

Udowodnimy wzor:
(W)=GZD+(C)

Rozwazana sytuacja:

Do egzaminu przystapilo n
studentow. Profesor z gory
zalozyl, ze zda doktadnie k
studentow. Na 1le sposobow

moze wybrac tych
studentow, ktorzy zdadza o Le
. rodlo: wikipedia.com MiN/
egzamin? \X
%%Miamge®§



STUDENCI NA EGZAMINIE

Udowodnimy wzor:
W=GZD+C)

Lewa strona rownoscai:

Po prostu profesor wybiera k studentéw sposrod

wszystkich n studentow, moze to uczyni¢, zgodnie z

zasada wyboru, na G:’) Sposobow.



STUDENCI NA EGZAMINIE

Udowodnimy wzor: . ,
n — —_—
) =G-)+(" )
Prawa strona rownosci.

Wséréd wszystkich studentow jest student Michal.
Ma on dwie mozliwosci: albo zda, albo nie zda (wszystko
zalezy od profesora i od szczescia Michata).

o Gdy profesor zadecyduje, ze Michal zda, to jeszcze trzeba bedzie
dobra¢ do niego (k-1) studentéw sposrod pozostalych (n-1)

studentow, ktorzy zdadzg — mozna to zrobi¢ na (::})

sposobow.

o Gdy jednak profesor zadecyduje, ze Michatl nie zda, to trzeba
bedzie sposrdéd pozostalych (n-1) studentow wybraé k, ktorzy

zdadza, mozna to zrobi¢ na (n ) Sposobow.

k
Czyli otrzymujemy, ze mozna wybrac¢ studentow, ktorzy

zdadza, dokladnie na (2 - D + (n ; 1) sposobdw.

£
2
2

n
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STUDENCI NA EGZAMINIE

Dzieki opowiedzianym bajkom matematycznym
udowodniliSmy wzor:

()= G20+ (")

3. Znajdz x.

3cm

cm

f / 4 g
0, +“{'q/ y .8



MATEMATYCZNE BAJKI.
SPIS TRESCI.

Przyklady bajek.

Zrédlo: wikipe

Ali-Baba i rozboéjnicy. %l &



ALI-BABA I ROZBOJNICY f(/ ﬂ

o UdOWOdnimy WZ(’)I':

1@)"‘2(2)"' 3(%") +...+k (Z) +...+n(2) =n2"1

k=1 ﬁ

o Rozwazana sytuacja:

» Grupa rozbdojnikéw planuje napad na przejezdzajaca
nieopodal nich karawane. Na 1ile sposob6éw moga wybrac
grupe, ktora zaatakuje karawane, jezeli w takiej grupie
trzeba rowniez mianowac przywodce?




ALI-BABA I ROZBOJNICY

1(711)+2(g') +3(g)+...+k(2)+...+n(z) = n2n-1

Lewa strona rownosci:

Taka napadajaca grupa moze sie sklada¢ z pewnej 1losci
rozbojnikow, poczawszy od I, az do n. Zalézmy, ze grupa

skltada sie z k rozbojmkow. Mamy wtedy dokladnie GD

mozliwosci wyboru napadajace) grupy. Dodatkowo musimy
wybrac¢ z grupy skiladajacej sie z k ludzi ich przywodce —
mamy wtedy £ sposobow (kazdy z nich moze zostac
wybrany na przywodce). OtrzymaliSmy, ze 1los§¢ mozliwosci
utwgrzenia grupy k osobowe] z przywodca jest rowna
k- (i)

Poniewaz liczba k& moze by¢é réwna 1,2,3,...,n
to otrzymujemy dokltadnie lewg strone rownosci.

F N



ALI-BABA I ROZBOJNICY

1(

n
1

)+ 2(721)+3(g)+...+k(z)+...+n(z) = n2"~1

Prawa strona rownosci:

Zamiast najplerw wyblera¢ osoby, Kktore beda
nalezaly do napadajacej grupy wybierzmy przywodce
napadajacej grupy. Mozemy to uczyni¢ na n sposobow
(kazdy bandyta moze by¢ przywodca). Zostalo wtedy
(n-1) bandytow, z ktorych 1lus musimy przydzieli¢ do
wybranego szefa. Wszystkich takich mozliwosci
bedzie tyle, 1le wszystkich mozliwych podzbioréw
zbioru (n-1) bandytéw, czyli 2"1' . Stad ilo§é
napadajacych grup jest rowna:

nzn—l



ALI-BABA I ROZBOJNICY

Dzieki opowiledzeniu stosunkowo proste] bajki
matematyczne] udowodniliSmy dosy¢
skomplikowany wzoér matematyczny ©

1(7)+2(5)+3(5)+-+k(}) +..4n () = n2n?
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