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Zadanko 1. W wierzchotkach A, B, C tréjkata réwnobocznego mieszkajq zwierzaki. W wierzchotku A - trzech, w B
- czterech, w C - siedmiu. Gdzie w tréjkacie powinni ustali¢ spotkanie, by przebyta przez nich wszystkich droga byta
jak najmniejsza?

Podpowiedz: Skorzystaj z nieréwnosci tréjkata.

Zadanko 2. W wierzchotkach A, B, C, D kwadratu mieszkaja zwierzaki. W wierzchotku A - trzech, w B - czterech,
w C - siedmiu, w D - pietnastu. Gdzie w kwadracie powinni ustali¢ spotkanie, by przebyta przez nich wszystkich
droga byta jak najmniejsza?

Podpowiedz: Skorzystaj z nieréwnosci tréjkata.

2 2 2
. . . .. . . ay+a5+...+a
Twierdzenie 1. Niech aq,ao, ..., ay, beda dodatnimi liczbami oraz niech K, = \/ L 2 noA, =
n
a as+ ...+ a n . . .
1+ 02 + " G, = Va1 -az-..m Hy, = T i 7 Zachodzi wtedy tzw. nierdwnos¢ miedzy
n a + a 4+ ...+ a
Srednimi:

oraz réwnosci w powyzszych nieréwnosciach zachodzaq wtedy i tylko wtedy kiedy a1 = az = ... = ap.

Zadanko 3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi a® + b* + ¢* > ab + ac + be.

Zadanko 4. Niech a,b, c bedq dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, zZe (a + b)(b + ¢)(c + a) > 8abc.

Zadanko 5. Udowodnij, Ze dla dodatniej liczby rzeczywistej t zachodzi t + % > 2.
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Zadanko 6. Udowodnij, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b zachodzi 2—2 + b—Q +3 (Z + b> > 8.
a a
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Zadanko 7. Znajdz najmniejsza wartodé funkcji f(x) = x* + ~, gdzie x € R.
T
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Zadanko 8. Znajdz najmniejszq wartosé funkcji f(z) = x® + ot gdziex € R.
2
Zadanko 9. Znajdz najmniejszq wartos¢ funkcji f(x) = x + 2% + —, gdziew € Ry,
x
Zadanko 10. Liczbe 10 rozt6z na sume dwdéch dodatnich sktadnikéw, dla ktérych suma ich kwadratow jest najmniej-
sza.

Zadanko 11. Liczbe 2020 roztéz na sume czterech dodatnich skladnikéw, dla ktérych suma ich kwadratow jest
najmniejsza.

Zadanko 12. Rozwiaz problem izoperymetryczny wsréd prostokatéw. Mianowicie, uzasadnij, ze wsréd wszystkich
prostokatéw o ustalonym obwodzie p najwieksze pole na kwadrat.

Zadanko 13. Rozwiqz problem izoperymetryczny wsréd tréjkatéw. Mianowicie, uzasadnij, ze wsrod wszystkich
tréjkatéw o ustalonym obwodzie p najwigksze pole na tréjkat réwnoboczny.
Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru Herona oraz z nieréwnosci miedzy Srednimi.

Zadanko 14. Producent wytwarza aluminiowe kubki w ksztatcie walca o objetosci 8 cali szedciennych. Znajdz wy-
miary kubka, do ktérego produkcji potrzeba najmniejszej mozliwej ilosci materiatu.

Zadanko 15. Udowodnij, zZe jezeli dodatnie liczby rzeczywiste a1, as, . . ., a, spetniajq
11 1,
ap+a+...4+a, <1, to —+—+...4+— =>n".
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Twierdzenie 2 (Nierownos¢ Cauchy’ego Schwarza). Dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, a, . . ., ay, zachodzi
nieréwnosc:
(a3 +a3+...+a2) (b3 +b3+...+b2) = (athi + asby + ...+ anby)’.

Ponadto, réwnos$é w powyzszej nierdwnosci zachodzi jezeli ciqgi (a1, az, . .., ay) oraz (by, ba, ..., by) sa proporcjo-
nalne.

Zadanko 16. Udowodnij, zZe dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi 3(a® + b> + ¢) > (a + b+ ¢)2.

Zadanko 17 (Nieréwnos¢ Nesbitta). Udowodnij, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi

w
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Wskazowka: Dodaj stronami 3 i lewa strong nierdwnosci zapisz w postaci (a+b+c)'( Lo+ 4+ ) Nastepnie

btc T cta T atb
podstaw x = b+ c,y = /c+a,z=+va+b

Zadanko 18. Udowodnij, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi
(aQb + b2+ CQQ) (ab2 +bc? + ca2) > 94222,
Zadanko 19. Niech W bedzie wielomianem o dodatnich wspétczynnikach. Udowodnij, ze jezeli nierdwnos¢
1 1
Wi-]=
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jest spetniona dla x = 1, to jest spetniona dla dowolnej liczby x > 0.

Zadanko 20. Niech a, b bedq liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, ze zbiorem wartosci funkcji

f(x) =acosx + bsinx

jest przedzial | —v/a? + b2, Va2 + bz].

Twierdzenie 3 (Nierownos$¢ Jensena). Niech funkcja f bedzie wypukta na przedziale [a, b]. Wtedy dla dowolnych
liczb rzeczywistych a1, ag, . . ., ay, € [a,b] zachodzi nieréwnosé:

f<a1+a2—|—-..+an> < f<a1)+f(a2)+"'+f(an).

n n

Zadanko 21. Niech o, 3,y bedq katami wewnetrznymi w tréjkacie. Udowodnij, Ze

3v3

sina + sin 8 4 siny < —5

Zadanko 22. Zapisz jaka nieréwnos¢ wynika z zastosowania nierdwnosci Jensena dla funkcji wypuktej f(xz) = "

dla x > 0.

Zadanko 23. Narysuj wykres funkcji f(x) = 2z —:—11
e

spetniajq warunek x +y + z = 1, to zachodzi

. Udowodnij, ze jezeli nieujemne liczby rzeczywiste x, y, z

2¢0+1 2y+1 2z+1<15
Tz+1 y+1 241 47
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