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Srednia arytmetyczna — AM

ang. Arighmetic Mean

Najstynniejsza wsrdd $rednich — dobrze okreslona dla
wszystkich a, b € R

a+b

AM(a, b) = 5
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Srednia arytmetyczna — AM

ang. Arighmetic Mean

Najstynniejsza wsrdd $rednich — dobrze okreslona dla
wszystkich a, b € R

b
AM(a, b) = 252,
2
Dla wiekszej liczby elementéw a1,...,a, € R, n €N,
_I_ Y +
AM(ay,...,an) = u.

n
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Srednia geometryczna — GM

ang. Geometric Mean

Stosowana np. do usredniania cech liczbowych réznego
rzedu - zdefiniowana dla liczb nieujemnych (a najlepiej
dodatnich) a, b = 0

GM(a, b) = Va- b.
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Srednia geometryczna — GM

ang. Geometric Mean
Stosowana np. do usredniania cech liczbowych réznego
rzedu - zdefiniowana dla liczb nieujemnych (a najlepiej
dodatnich) a, b = 0

GM(a, b) = Va- b.

Oczywiscie réwna zero, jesli ktoras z liczb jest réwna zero.
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Srednia geometryczna — GM

ang. Geometric Mean
Stosowana np. do usredniania cech liczbowych réznego
rzedu - zdefiniowana dla liczb nieujemnych (a najlepiej
dodatnich) a,b > 0

GM(a, b) = Va- b.
Oczywiscie réwna zero, jesli ktoras z liczb jest réwna zero.

Dla n-Ki liczb nieujemnych a1,...,a, =20, n €N,

GM(a1,...,an) = /a1 - ap.
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Srednia kwadratowa — RMS lub QM

ang. Root Mean Square

Srednia stosowana przede wszystkim w statystyce, do
okreélania rzedu wielkosci danych/btedu — dla a,b € R

2 1 p2
RMS(a, b) = a; .
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Srednia kwadratowa — RMS lub QM

ang. Root Mean Square

Srednia stosowana przede wszystkim w statystyce, do
okreélania rzedu wielkosci danych/btedu — dla a,b € R

2 1 p2
RMS(a, b) = a; .

I ogdlniej, dla a;1,...,a, € R, n €N,

2
al+"'+an

RMS(a1,...,an) =
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Srednia harmoniczna - HM

ang. Harmonic Mean

Odwrotnoéé¢ $redniej arytmetycznej z odwrotnosci liczb
dodatnich a,b > 0

2
_|_

HM(a, b) =

O
o=

Przydatna w fizyce, gdy interesuje nas rzad wielkosci
pewnych ilorazéw (np. predkoéci na ustalonym dystansie).
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Srednia harmoniczna - HM

ang. Harmonic Mean

Odwrotnoéé¢ $redniej arytmetycznej z odwrotnosci liczb
dodatnich a,b > 0

2
_|_

HM(a, b) =

O
o=

Przydatna w fizyce, gdy interesuje nas rzad wielkosci
pewnych ilorazéw (np. predkoéci na ustalonym dystansie).

I ogdlniej, dla aj,...,a, >0, n €N,

HM(ay, ..., ap) = ————

Agnieszka Zimnicka W Kkrainie $rednich



Srednie w geometrii

a b

aut. .... (Wikimedia Commons)
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Srednie w geometrii

a b

aut. .... (Wikimedia Commons)
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Srednie w geometrii
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Srednie w geometrii

a b

aut. .... (Wikimedia Commons)
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Srednie w geometrii

a b

aut. .... (Wikimedia Commons)
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Nierownosci miedzy srednimi — dla dwdéch liczb

Z. geometrycznej interpretacji $rednich wynika, ze

RMS =2 AM = GM = HM.
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Nierownosci miedzy srednimi — dla dwdéch liczb

Z. geometrycznej interpretacji $rednich wynika, ze

RMS > AM > GM > HM. Sprawdzmy to!
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Nierownosci miedzy srednimi — dla dwoch liczb

Z. geometrycznej interpretacji $rednich wynika, ze

RMS > AM > GM > HM. Sprawdzmy to!

Wezmy dowolne a, b € (0, +00).
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Nierownosci miedzy srednimi — dla dwoch liczb

Z. geometrycznej interpretacji $rednich wynika, ze

RMS > AM > GM > HM. Sprawdzmy to!

Wezmy dowolne a, b € (0, +00). Wiemy, ze

os(f—\/E)2=a—2\/E+b.

Agnieszka Zimnicka W Kkrainie $rednich



Nierownosci miedzy srednimi — dla dwoch liczb

Z, geometrycznej interpretacji Srednich wynika, ze

RMS > AM > GM > HM. Sprawdzmy to!

Wezmy dowolne a, b € (0, +00). Wiemy, ze
2
0< (\f—\@ —a-2Vab+ b.

Stad

b
VabSaZ ,
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Nierownosci miedzy srednimi — dla dwoch liczb

Z, geometrycznej interpretacji Srednich wynika, ze

RMS > AM > GM > HM. Sprawdzmy to!

Wezmy dowolne a, b € (0, +00). Wiemy, ze
2
0< (\f—\@ —a-2Vab+ b.
Stad

b
VabSaZ ,

czyli
GM(a, b) < AM(a, b).

Jest to tak zwana nieréwnosé AM — GM.
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Nierownosci miedzy srednimi — dla dwoch liczb

Z, geometrycznej interpretacji Srednich wynika, ze

RMS > AM = GM = HM. Sprawdzmy to!

Wezmy dowolne a, b € (0, +00). Wiemy, ze
2
0< (\f—\@ —a-2Vab+ b.
Stad

b
VabSaZ ,

czyli
GM(a, b) < AM(a, b).

Jest to tak zwana nieréwnosé AM — GM.

Przy czym GM(a, b) = AM(a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.
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Nierownosci miedzy srednimi — dla trzech liczb

Wezmy na poczatek x, y,z € (0, +oo) i obliczmy

(X+y+z)(x2+y2+22—Xy—xz—yz) =X3+y3+z3—3xyz.

Z nieréwnosci AM — GM dla dwéch liczb mamy, ze
XP+y?+22—xy—xz—yz >0,

czyli cala lewa strona nieréwnoéci jest nieujemna (i réwna
zero wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z), wiec
X+y+z

xyz 3
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Nierownosci miedzy srednimi — dla trzech liczb

Wezmy na poczatek x, y,z € (0, +oo) i obliczmy

(X+y+z)(x2+y2+22—Xy—xz—yz) =X3+y3+z3—3xyz.

Z nieréwnosci AM — GM dla dwéch liczb mamy, ze
XP+y?+22—xy—xz—yz >0,

czyli cala lewa strona nieréwnoéci jest nieujemna (i réwna

zero wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z), wiec

X+y+z

xyz 3

Biorac x = ¥/a, y = Vb, z = ¥/c, otrzymujemy

GM(a, b,c) = v/a,b,c < %b-l—c = AM(a, b, c).
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Hipoteza AM — GM

Czy prawda jest, ze dla kazdej liczby naturalnej n € N i dla
dowolnych liczb dodatnich aq,..., a, > 0 zachodzi
nierdéwnosé

GM(ay,...,a,) < AM(ay,...,a,) ?

Na razie wiemy, ze powyzsza nieréwnosé jest prawdziwa dla
ne {1,2,3}.
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Hipoteza AM — GM

Czy prawda jest, ze dla kazdej liczby naturalnej n € N i dla
dowolnych liczb dodatnich aq,..., a, > 0 zachodzi
nierdéwnosé

GM(ay,...,a,) < AM(ay,...,a,) ?

Na razie wiemy, ze powyzsza nieréwnosé jest prawdziwa dla
ne {1,2,3}.

Wystarczy pokazad, ze jesli nieréwnosé AM — GM jest
prawdziwa dla jakiej$ liczby naturalnej n (to znaczy dla
dowolnych n liczb dodatnich), to jest prawdziwa takze dla o
jeden wiekszej, czyli n + 1.
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Hipoteza AM — GM

Czy prawda jest, ze dla kazdej liczby naturalnej n € N i dla
dowolnych liczb dodatnich aq,..., a, > 0 zachodzi
nierdéwnosé

GM(ay,...,a,) < AM(ay,...,a,) ?

Na razie wiemy, ze powyzsza nieréwnosé jest prawdziwa dla
ne {1,2,3}.

Wystarczy pokazad, ze jesli nieréwnosé AM — GM jest
prawdziwa dla jakiej$ liczby naturalnej n (to znaczy dla
dowolnych n liczb dodatnich), to jest prawdziwa takze dla o
jeden wiekszej, czyli n + 1.

(Z jej prawdziwosci dla n = 3 bedzie wynikata prawdziwosé
dla n = 4, z prawdziwosci dla n = 4 bedzie wynikata
prawdziwo$¢ dla n = 5 itd.)
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Ustalmy wiec nasze ulubione n € N i przypusémy, ze dla
dowolnej n-ki liczb nieujemnych nieréwnosé AM — GM jest
prawdziwa, tzn.

by +---+ by
/bi+ by = GM(by,..., by) < AM(by,..., by) = —— =71

dla dowolnych by,..., b, = 0.
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Ustalmy wiec nasze ulubione n € N i przypusémy, ze dla
dowolnej n-ki liczb nieujemnych nieréwnosé AM — GM jest
prawdziwa, tzn.

/by by = GMlby, ..., by) < AMlby, ..., by) = 2L Fbn

dla dowolnych by,..., b, = 0.

Wezmy teraz n + 1 liczb nieujemnych, ustawmy je
w kolejnosci niemalejacej (zawsze tak mozemy zrobid) i
nazwijmy

0SarSa<...<ap < anst.
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Ustalmy wiec nasze ulubione n € N i przypusémy, ze dla
dowolnej n-ki liczb nieujemnych nieréwnosé AM — GM jest
prawdziwa, tzn.

by +---+ by

\/bi---b, = GM(by,...,b,) < AM(by,..., b,) =
dla dowolnych by,...,b, = 0.

Wezmy teraz n + 1 liczb nieujemnych, ustawmy je
w kolejnosci niemalejacej (zawsze tak mozemy zrobid) i
nazwijmy

0SarSa<...<ap < anst.

Dla wygody oznaczmy a = GM(a1,...,ap1) = "V/a1 - ant1,
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Ustalmy wiec nasze ulubione n € N i przypusémy, ze dla
dowolnej n-ki liczb nieujemnych nieréwnosé AM — GM jest
prawdziwa, tzn.

by +---+ by

\/bi---b, = GM(by,...,b,) < AM(by,..., b,) =
dla dowolnych by,...,b, = 0.

Wezmy teraz n + 1 liczb nieujemnych, ustawmy je
w kolejnosci niemalejacej (zawsze tak mozemy zrobid) i
nazwijmy

0SarSa<...<ap < anst.

Dla wygody oznaczmy a = GM(a1,...,ap1) = "V/a1 - ant1,
wtedy oczywiscie a; < a < aps1.
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Skoro a; < a < ap.1, wiec

(@ —a1)lant1 —a) 20
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Skoro a; < a < ap.1, wiec

(@ —a1)(ans1 —@) 20 = ala + aps1) — a1ane1 —a® 20

Zimnicka W krainie $rednich



Skoro a; < a < ap.1, wiec

(@ —a1)(ans1 —@) 20 = ala + aps1) — a1ane1 —a® 20

-1

a? a «a

d1dn+1 ail an+1
T S +

ozn. by
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Dowéd
Skoro a; < a < ap.1, wiec

(@ —a)(an1 —@) 20 = alay+ ape1) — aape1 —a® 20

=
aa a a
19dn+1 < 71 n+1 _1.
2 ~
Qa Qa a
N—_——
ozn. by
Zdefiniujemy n-ke liczb nieujemnych
di1dn+1 an a
blzi’;, by = ==, b, = ==
Qa Qa

Woéwcezas

ka Zimnicka
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Skoro a; £ a < apy1, wiec

(@ —a)(an1 —@) 20 = alay+ ape1) — aape1 —a® 20

d1dn+1 < a1 n dn+l 1.
2
a a a
ozn. by
Zdefiniujemy n-ke liczb nieujemnych
di1dn+1 an a

by = 7'; by===,... b,=—".
a a a

Woéwcezas
ai---an+1

by---b, = 1

=1,
wiec z naszego zalozenia prawdziwosci AM — GM dla
dowolnej n-ki liczb wynika, ze

by +---+b
12T o < b+ byt e+ by
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Czyli mamy nierdéwnosci

didn+1 al an+1

—';+S—+L—1 oraz n< by +by+ -+ by,
a a a

by
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Czyli mamy nierdéwnosci

d1dn+1 < al an+1
T2 N4 a4
a a a

by
skad otrzymujemy

d1  dn+l
=4

nS —1+by+

a

ka Zimnicka

...+bn=

—1 oraz n<by+by+---+ b,

ap+axy+---+ap+ ans+1

1,

W krainie $rednich
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Czyli mamy nierdéwnosci

didn+1 al dn+1
TS+ 2 —1 oraz n<bi+by+e+ by,
a a a

by

skad otrzymujemy

ar a ag+a+---+a,+a
n< 24 byt by = L2 n Tl g,
a  « a
czyli
ap + -+ an1
GM(a1, ..., ap41) =@ < ———— = AM(a1, ..., ans1)-

n+1

Co konczy dowdd.
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Cwiczenia dla uczestnikéw

Q@ Uzasadni¢, ze réwnos$é miedzy srednig arytmetyczna a
geometrycznag zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby sq réwne.
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Cwiczenia dla uczestnikéw

Q@ Uzasadni¢, ze réwnos$é miedzy srednig arytmetyczna a
geometrycznag zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby sq réwne.

Q Korzystajac z nieréwnosci AM — GM wyprowadzié
pozostate dwie nieréwnosci miedzy srednimi.
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Podsumowujac...

Dziekuje za uwage —
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Podsumowujac...

Dziekuje za uwage —

...1 zapraszam na warsztaty —
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