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.‘ CO OTRZYMAMY Z PRZECIECIA

STOZKA ORAZ PLASZCZYZNY?

‘ Michatl Zwierzynski
o

17 maja 2025 roku, Warszawa.
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PROJEKT MATHFIGS

THREE
PRISONERS

PROBLEM
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MATHFIGS INFORMACYJNYCH
o Popularyzacja matematyki oraz innych nauk
scistych przy pomocy poklatkowe] animacji
klockow LEGO.




CO TO JEST ,,PARABOLA”?
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CO TO JEST ,,PARABOLA”?

Wykres funkeji kwadratowej?
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CO TO JEST ,,PARABOLA”?

Wykres funkeji kwadratowej?
TAK, ale...




KRZYWE STOZKOWE. @
DLACZEGO STOZKOWE?

INFORMACYJNYCH

Powstaja jako przeciecie stozka 1

plaszczyzny.

Okrag
Elipsa

Parabola

Hiperbola

Zrédlo: wikipedia.com



m#aa@

KRZYWE STO ZKOWE INFORMACYINYCH

Wyrédznia sie trzy rodzaje krzywych stozkowych:
(1) Parabola.

(2) Elipsa 1 jej szczegolny przypadek: okrag.

(3) Hiperbola

\ 4
Abd

Zrédlo: wikipedia.com
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KRZYWE STO ZKOWE INFORMACYINYCH

Wyrédznia sie trzy rodzaje krzywych stozkowych:
(1) Parabola.

(2) Elipsa 1 jej szczegolny przypadek: okrag.

(3) Hiperbola

\ 4
Abd

Zrédlo: wikipedia.com
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KRZYWE STOZKOWE. DEFINICJE @
ODLEGLOSCIOWE.

Okrag.

Jest to zbiér punktow rownooddalonych od pewnego
punktu (zwanego Srodkiem okregu).




KRZYWE STOZKOWE. DEFINICJE
ODLEGLOSCIOWE.

Elipsa.

Jest to zbior punktéw, ktorych suma odleglosci
od dwoch wustalonych punktéow (zwanych
ogniskamai) jest stala.

HOW TO
CREATE AN
ELLIPSE






KRZYWE STOZKOWE. DEFINICJE @
ODLEGLOSCIOWE.

INFORMACYJNYCH

Parabola.

Jest to zbior punktéw, rownooddalonych
od ustalonego punktu (ognisko paraboli)
oraz od prostej (zwanej kierownica paraboli).

HOW TO
CREATE A
PARABOLA



KRZYWE STOZKOWE. DEFINICJE @
ODLEGELOSCIOWE.

INFORMACYJNYCH

Hiperbola.

Jest to zbiér punktow, ktérych réznica odleglosci od
dwoch ustalonych punktéw (zwanych ogniskami) jest
stala.




KRZYWE STOZKOWE. DEFINICJE @
ODLEGELOSCIOWE.

INFORMACYJNYCH

o Hiperbola.

o Jest to zbiér punktéw, ktorych roéznica odleglosci od
dwoch ustalonych punktéw (zwanych ogniskami) jest
stala.
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PODSTAWOWE TW. GEOMETRII INFORMACYJNYCH

o |AC| = |AB|
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JAK UDOWODNIC, ZE ELIPSA TO ELIPSA?

o ,Zabawa” przy uzyciu
sfer Dandelina.
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JAK UDOWODNIC, ZE ELIPSA TO ELIPSA?

Top segment

Bottom segmiCmi

Polecam kanal youtube: 3bluelbrown
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Czy widzimy
elipsy?
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ELIPSA I WALEC?




DANDELIN I PARABOLA.

QM&LQM_. -?NN'\, .‘—«\ SZ’Cu\OJLmQSx -

PF=p0
PQ = TE
e

S PE=PS
T™Twis Swows Tuel

e T ~ad Gunage
s o Fonadssio IS %

Loeus ¥ owmd el Q_

MATEMATYKI 1 NAUK
INFORMACYJNYCH
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DAND ELIN I HIPERBOLA. INFORMACYJNYCH

Mozna uzasadni¢, ze

|PF,| — |PF;| = |[PM| — |PN| = |[MN|




ODLEGLOSC MIEDZY DWOMA @
PUNKTAMI

INFORMACYJNYCH

Odlegto$¢ miedzy punktami A = (xq,y;)
oraz B = (x,,y,) jest dana wzorem

d = \/(Xz —x1)% + (y2 — y1)?




ODLEGLOSC MIEDZY DWOMA @
PUNKTAMI

INFORMACYJNYCH

Odlegto$¢ miedzy punktami A = (xq,y;)
oraz B = (x,,y,) jest dana wzorem

d =+/(x3 — %)% + (y; — y1)?
Prosty wniosek z tw. Pitagorasa:
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O KRACG . WZ OR ANALITYCZ NY . INFORMACYJNYCH

Niech punkty X(x,y) naleza do okregu o
srodku w S(c,d) 1 promieniu R.
Wyznaczymy  wzor  analityczny na
rownanie okregu.
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O KRACG . WZ OR ANALITYCZ NY . INFORMACYJNYCH

Niech punkty X(x,y) naleza do okregu o
srodku w S(c,d) 1 promieniu R.
Wyznaczymy  wzor  analityczny na
rownanie okregu.
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O KRACG . WZ OR ANALITYCZ NY . INFORMACYJNYCH

Niech punkty X(x,y) naleza do okregu o
srodku w S(c,d) 1 promieniu R.
Wyznaczymy  wzor  analityczny na
rownanie okregu.

Zgodnie z definicja odleglosciowa;
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O KRAG . WZ OR ANALITYCZ NY . INFORMACYJNYCH

Niech punkty X(x,y) naleza do okregu o
srodku w S(c,d) 1 promieniu R.
Wyznaczymy  wzor  analityczny na
rownanie okregu.

Zgodnie z definicja odleglosciowa;
Odlegtos¢ X od S jest rowna R
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O KRAG . WZ OR ANALITYCZ NY . INFORMACYJNYCH

Niech punkty X(x,y) naleza do okregu o
srodku w S(c,d) 1 promieniu R.
Wyznaczymy  wzor  analityczny na
rownanie okregu.
Zgodnie z definicja odleglosciowa;
Odlegtos¢ X od S jest rowna R
IXS| =R
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O KRAG . WZ OR ANALITYCZ NY . INFORMACYJNYCH

Niech punkty X(x,y) naleza do okregu o
srodku w S(c,d) 1 promieniu R.
Wyznaczymy  wzor  analityczny na
rownanie okregu.
Zgodnie z definicja odleglosciowa;
Odlegtos¢ X od S jest rowna R
IXS| =R

Jx -2+ -d?=R
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O KRAG . WZ OR ANALITYCZ NY . INFORMACYJNYCH

Niech punkty X(x,y) naleza do okregu o
srodku w S(c,d) 1 promieniu R.
Wyznaczymy  wzor  analityczny na
rownanie okregu.

Zgodnie z definicja odleglosciowa;
Odlegtos¢ X od S jest rowna R
IXS| =R
JG—o?+(y—d? =R

(x—c)+(—d)?* =R
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ELIPSA. WZOR ANALITYCZNY INFORMACYJNYCH

Elipsa o ,,srodku” w (0,0) 1 pétosiach
rownych a 1 b ma rownanie kanoniczne:

y? Tom

Polos dlugosci 'b'

Poélos dlugosci 'a’

2
(2,0)

“(0,-b)
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ELIPSA. WZOR ANALITYCZNY INFORMACYJNYCH

Elipsa o ,,srodku” w (0,0) 1 pétosiach
rownych a 1 b ma rownanie kanoniczne:

x4 y? | @)
2T 1 |
Polos dlugosci 'b'
Wte dy OgniSka Poélos dll.lgoéci 'a'

@0)
dane sa, wzorami:

“(0,-b)
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ELIPSA. WZOR ANALITYCZNY INFORMACYJNYCH

Elipsa o ,,srodku” w (0,0) 1 pétosiach
rownych a 1 b ma rownanie kanoniczne:

x? y? | by
a? T bz 1 |
Polos dlugosci 'b’
Wte dy Ogniska . Polos dll.lgoéci 'a'

@0)
dane sa, wzorami:

Fl(C, O); FZ(_C, O)
C = \/az — b2

“(0,-b)
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY

(0, -2)

Pé6zniej przekonamy sie , ze rzeczywisScie wykres

funkcji kwadratowej jest PARABOLA!!
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY

Niech ogniskiem bedzie punkt (0,0),
a kilerownica paraboli bedzie prosta
y+x-1=0.
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY

Niech ogniskiem bedzie punkt (0,0),
a kierownica paraboli bedzie prosta
y+x-1=0.

Wyprowadzimy wzor na  réwnanie
paraboli, ktore§ oS symetrii nie jest
rownolegta do osi OY (czyl1 taka parabole,
ktora nie jest wykresem  funkcj
kwadratowej!).
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Wykres kierownicy 1 ogniska:




ODLEGLOSC MIEDZY PUNKTEM mm@%
A PROSTA

INFORMACYJNYCH

Odlegtos¢ miedzy punktem P = (xq,V,)
oraz prosta Ax+By+C =0 dana jest
wzorem:

VAZ + B2
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;



MATEMATYKI 1 NAUK
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;

Odlegtos¢ X od ogniska F = Odlegto$¢ X od kierownicy K.
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INFORMACYJNYCH

PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;

Odlegtos¢ X od ogniska F = Odlegto$¢ X od kierownicy K.
Ognisko F(0,0), kierownica K: x+y-1=0.



MATEMATYKI 1 NAUK
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;
Odlegtos¢ X od ogniska F = Odlegto$¢ X od kierownicy K.

Ognisko F(0,0), kierownica K: x+y-1=0.

d(X,F) = d(X,K)
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;

Odlegtos¢ X od ogniska F = Odlegto$¢ X od kierownicy K.
Ognisko F(0,0), kierownica K: x+y-1=0.

d(X,F) = d(X,K)

JE 0T o 0=

V12 + 12
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;

Odlegtos¢ X od ogniska F = Odlegto$¢ X od kierownicy K.
Ognisko F(0,0), kierownica K: x+y-1=0.

d(X,F) = d(X,K)
Jx =02+ (y—-0)2 =

lx+y—1]
x2_|_ 2:
Jxi+y N

lx+y—1|
V12 + 12
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;

Odlegtos¢ X od ogniska F = Odlegto$¢ X od kierownicy K.
Ognisko F(0,0), kierownica K: x+y-1=0.

d(X,F) = d(X,K)
Jx =02+ (y—-0)2 =
\/xz -I-:Vz _ |JC-|—:V— 1|

Podnosimy stronami do kwadratu:

lx+y —1
V12 412




PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwane]
paraboli. Zgodnie z definicja odleglosciowa;

Odlegtos¢ X od ogniska F = Odlegto$¢ X od kierownicy K.
Ognisko F(0,0), kierownica K: x+y-1=0.

d(X,F) = d(X,K)
Jx =02+ (y—-0)2 =
\/xz -I-:Vz _ |JC-|—:V— 1|

Podnosimy stronami do kwadratu:

V2x2+y2=|x+y—1]

lx+y —1
V12 412

&’X?é&@

INFORMACYJNYCH
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.
2(x+y4) =(x+y—1)3
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.
2(x+y4) =(x+y—1)3

Korzystamy z bardzo przyjemnego wzoru:

(a+ b+ c)* =a*+ b*+ c*+ 2ab + 2ac + 2bc
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.
2(x+y4) =(x+y—1)3
Korzystamy z bardzo przyjemnego wzoru:

(a+ b+ c)* =a*+ b*+ c*+ 2ab + 2ac + 2bc

Otrzymujemy:
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.
2(x+y4) =(x+y—1)3

Korzystamy z bardzo przyjemnego wzoru:
(a+ b+ c)* =a*+ b*+ c*+ 2ab + 2ac + 2bc

Otrzymujemy:

2x% + 2y =x*+y°+1—2x— 2y + 2xy
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.
2(x+y4) =(x+y—1)3

Korzystamy z bardzo przyjemnego wzoru:
(a+ b+ c)* =a*+ b*+ c*+ 2ab + 2ac + 2bc

Otrzymujemy:

2x% + 2y =x*+y°+1—2x— 2y + 2xy

Wiec ostatecznie:
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PARABOLA. WZOR ANALITYCZNY.
2(x+y4) =(x+y—1)3
Korzystamy z bardzo przyjemnego wzoru:
(a+ b+ c)* =a*+ b*+ c*+ 2ab + 2ac + 2bc
Otrzymujemy:

2x% + 2y =x*+y°+1—2x— 2y + 2xy

Wiec ostatecznie:

X+ y2—=2xy+2x+2y—1=0
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WYKRES SPECYFICZNEJ PARABOLI

X+ y*—=2xy+2x+2y—1=0
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KWADRYKA.

Mozna uzasadnic¢, ze rOwnanie

Ax* +Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0

opisuje albo zbior pusty, albo krzywa stozkowa.
Niech A:= B% — 4AC.
A> 0, to mozemy otrzymac hiperbole, pare
przecinajacych sie prostych lub zbiér pusty.
A= 0, to mozemy otrzymac parabole, prosta, lub zbiér
pusty.
A< 0, to mozemy otrzymac elipse, punkt lub zbiér
pusty.



ODPOCZNIJMY OD MATEMATYKI ©
(CHWILKE)

MATEMATYKI 1 NAUK
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PIERWSZE PRAWO KEPLERA, INFORMACYJNYCH

Kazda planeta uktadu stonecznego porusza sie
wokol Stonca po orbicie w ksztalcie elipsy,
w ktorej] w jednym z ognisk jest Stonce.
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WRACAMY DO MATEMATYKI (TROCHE...)
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POWIERZCHNIA PROSTOKRESLNA




WERASNOSCI ELIPSY
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OBWIEDNIA (RODZINY KRZYWYCH)




OBWIEDNIA I BILARD W ELIPSIE
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LASER Z ELIPSY
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WHISPERING GALLERY

o St. Paul's Cathedral in London




MATEMATYKI 1 NAUK
INFORMACYJNYCH




MATEMATYKI 1 NAUK
INFORMACYJNYCH

LASER Z ELIPSY? (DWIE KONCEPCJE)

e
Ultrasound — Kidney
emitter
Elliptic
reflector : Kidney
stone




WEASNOSCI PARABOLI
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WEASNOSCI PARABOLI
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WIECEJ MATEMATYKI ©

Sprawdzimy, czy wykres funkcji kwadratowe;j
jest rzeczywiscie parabola.
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ZADANIE (PARABOLA) INFORMACYJNYCH

Wyznacz rownanie paraboli, ktorej
ogniskiem jest punkt F(0,p), oraz
kierownica jest prosta o rOwnaniu: y=-p.
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ZADANIE (PARABOLA)

Wyznacz réwnanie paraboli, ktorej ogniskiem jest
punkt F(0,p), oraz kierownica jest prosta o
rownaniu: y=-p.
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ZADANIE (PARABOLA)

Wyznacz réwnanie paraboli, ktorej ogniskiem jest
punkt F(0,p), oraz kierownica jest prosta o
rownaniu: y=-p.

Rozwigzanie:
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ZADANIE (PARABOLA)

Wyznacz réwnanie paraboli, ktorej ogniskiem jest
punkt F(0,p), oraz kierownica jest prosta o
rownaniu: y=-p.

Rozwigzanie:

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej paraboli.
Zgodnie z definicja:
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ZADANIE (PARABOLA)

Wyznacz réwnanie paraboli, ktorej ogniskiem jest
punkt F(0,p), oraz kierownica jest prosta o
rownaniu: y=-p.

Rozwigzanie:
Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej paraboli.
Zgodnie z definicja:
Odlegtos¢ X od ogniska F = Odleglos¢ X od kierownicy K
Ognisko F(0,-p), kierownica K: y+p=0.
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ZADANIE (PARABOLA)

Rozwigzanie:
Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej parabol..
Zgodnie z definicja;
Odlegtosé X od ogniska F = Odlegltosé X od kierownicy K
Ognisko F(0,-p), kierownica K: y+p=0.



m#aa@

INFORMACYJNYCH

ZADANIE (PARABOLA)

Rozwigzanie:

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej parabol..
Zgodnie z definicja;
Odlegtosé X od ogniska F = Odlegltosé X od kierownicy K
Ognisko F(0,-p), kierownica K: y+p=0.

d(X,F) = d(X,K)
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ZADANIE (PARABOLA)

Rozwigzanie:

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej parabol..
Zgodnie z definicja;
Odlegtosé X od ogniska F = Odlegltosé X od kierownicy K
Ognisko F(0,-p), kierownica K: y+p=0.

d(X,F) = d(X,K)
Jx2 +y2 —2py + p? = |y + p|
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ZADANIE (PARABOLA)

Rozwigzanie:

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej parabol..
Zgodnie z definicja;
Odlegtosé X od ogniska F = Odlegltosé X od kierownicy K
Ognisko F(0,-p), kierownica K: y+p=0.

d(X,F) = d(X,K)

VX% +y? —2py +p? =y +pl
x* +y* = 2py +p* = (y+p)°
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ZADANIE (PARABOLA)

Rozwigzanie:

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej parabol..
Zgodnie z definicja;
Odlegtosé X od ogniska F = Odlegltosé X od kierownicy K
Ognisko F(0,-p), kierownica K: y+p=0.

d(X,F) = d(X,K)

Jx2 +y2 =2py +p?=|y+p|
x* +y* =2py +p* = (y+p)°
x* +y*—=2py +p* =y*+ 2py + p*
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ZADANIE (PARABOLA)

Rozwigzanie:

Niech punkty X(x,y) naleza do poszukiwanej parabol..
Zgodnie z definicja;
Odlegtosé X od ogniska F = Odlegltosé X od kierownicy K
Ognisko F(0,-p), kierownica K: y+p=0.

d(X,F) = d(X,K)

VX2 +y2 —2py +p? = |y +pl
x* +y* —2py +p* =y +p)?
x* + y* —2py + p* = y* + 2py + p?

2

X

y=@
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ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.
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ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.
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ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.

Rozwigzanie:




%X?é&@

INFORMACYJNYCH

ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.

Rozwigzanie:

2
OtrzymaliSmy y = :—p,
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ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.

Rozwigzanie:

2

OtrzymaliSmy y = :—p,
2

a w naszym wypadku jest y = xT,
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ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.

Rozwigzanie:

2

OtrzymaliSmy y = :—p,
2

a w naszym wypadku jest y = xT,

wiec4p =1,p = i,
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ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.

Rozwigzanie:

2

OtrzymaliSmy y = :—p,
2
a w naszym wypadku jest y = xT,

wiec4p =1,p = i,

. : 1
czyli kierownica to y = — "
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ZADANIE 2 (PARABOLA)

Korzystajac z poprzedniego wyniku wyznacz

ognisko oraz kierownice paraboliy = x?2.

Rozwigzanie:

OtrzymaliSmy y = g,

a w naszym wypadku jest y = x—lz,
wiec4dp =1,p = %,
czyli kierownica to y = — %,

a ognisko P(0, %).




ILE JEST ELIPS?
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ILE JEST ELIPS?

Dokladniej, czy istnieja dwie elipsy, ktore nie sa podobne?
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ILE JEST ELIPS?

Dokladniej, czy istnieja dwie elipsy, ktore nie sa podobne?
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ILE JEST HIPERBOL?

Dokladniej, czy istnieja dwie hiperbole, ktére nie sa
podobne?



ILE JEST HIPERBOL?

o Doktadniej, czy istnieja dwie hiperbole, ktore nie sg

podobne?
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ILE JEST PARABOL?

Doktadniej, czy 1stnieja dwie parabole, ktore nie sa,
podobne?
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ILE JEST PARABOL?

Doktadniej, czy 1stnieja dwie parabole, ktore nie sa,
podobne?
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