O nieskonczonosciach
sobota, 6 grudnia 2025
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Bedziemy szli po tej szachownicy; i kolejne NOWE liczby wymierne, do tej pory niespotkane, bedziemy
numerowac kolejnymi liczbami naturalnymi (czerwono).
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Idac po trasie, kazda liczba wymierna zostanie napotkana, czyli bedzie ona miata przypisany jakis numer,
tzn. kazda liczba wymierna bedzie sparowana z doktadnie jedng liczba naturalna.
Oznacza to, 7e te dwa zbiory s3 ROWNOLICZNE, tzn. maja taka sama liczbe elementéw.

Okazuje sig, ze nie wszystkie nieskoriczone zbiory majg tyle samo elementéw, np.. Zbiér liczb
naturalnych i zbiér liczb RZECZYWISTYCH juz nie sg réwnoliczne. Zbidr liczb rzeczywistych ma wiecej
elementéw niz zbidr liczb naturalnych, tzn. nie mozemy poparowac elementéw tych zbioréw.

HOTEL HILBERTA

Mamy hotel w ktérym jest nieskoriczenie wiele pokoi, ktére to pokoje sg ponumerowane liczbami
naturalnymi dodatnimi:
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(A) Hotel jest petny. Przyjezdza do niego nowy gos¢. Czy zmiescimy go w jaki$ sposdb w hotelu?

A

Mozna kazdego goscia wyprowadzi¢ na chwile na korytarz, i powiedzie¢, ze gosc¢ jak byt wczesniej w
pokoju o numerze "N", to idzie do pokoju o numerze "N+1".
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(B) Do hotelu przyjezdza autobus z nieskoriczong liczbg nowych gosci, kazdy nowy gosc¢ siedzi w
autobusie na miejscu o numerze bedacym liczba naturalna:

)
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Czy uda sie zakwaterowaé wszystkie osoby z tego autobusu do petnego juz hotelu?

TAK, bo mozemy wszystkich gosci z hotelu znéw na chwile wyprowadzi¢ na korytarz:
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| teraz umieszczamy po kolei gosci do pokojow w nastepujacy sposdb: najpierw idzie do pokoju gosé,
ktéry juz byt w hotelu (o jak najmniejszym mozliwym numerze), a potem idzie do kolejnego pokoju gosé
z autobusu (o jak najmniejszym numerze).

Troche inaczej: gos¢, ktory byt w pokoju o numerze "N" idzie do pokoju o numerze "2N-1", tzn. goscie z
hotelu zajmuja kolejne pokoje 'nieparzyste'; a gos¢ z autobusu na miejscu "N" idzie do pokoju o numerze
"2N",

© A co jak przyjedzie nieskoriczenie wiele takich autobuséw (numery tych autobusdw sa tez liczbami
naturalnymi)?
Na poczatek na chwile osoby z pokojéw wychodzg na korytarz.
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Na poczatek na chwile osoby z pokojéw wychodzg na korytarz.
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Z kolejnych autobuséw kolejni pasazerowie bedg wypetnia¢ kolejne potegi kolejnych liczb pierwszych.
Jest to mozliwe, bo wtasnie liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

Po zakwaterowaniu puste pokoje: A ! G‘AO(AZ.M('\ ( /15/[ A gl 1

(puste pokoje to bedg pokoje, ktére majg co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze (plus pokdj o
numerze 1))
Zatem po tej akcji kwaterowania pozostaje nam nieskoriczenie wiele pustych pokojow.

Takie podejscie do nieskoriczonosci wymyslit G. Cantor w XIX/XX wieku. | ciekawostka: duzo znanych
matematykdw mowito, ze to jest niedorzeczne. Jednak na przestrzeni lat podejscie Cantora okazato sie
bardzo przydatne i dzisiejsza matematyka i np. fizyka teoretyczna bardzo korzystaja z takiego podejscia.
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Gdy Herkules biegnie i znajdzie sie w poprzednim miejscu, gdzie byt 26tw, to z26tw przeszedt kawatek
dalej. Nastepnie to rozumowanie powtarzamy w kétko, i mozna dojs¢ do (btednego, ale troche
logicznego) wniosku, ze Hercules nigdy nie dogoni zétwia.

Podobny problem jest ze strzatg, tzn. wystrzelona strzata nigdy nie doleci do celu.
Bedzie tak, bo strzata znajdzie sie najpierw w potowie drogi i wtedy mozemy rozumowad, ze z tej potowy
strzelamy strzata. Potem ta strzata znajdzie sie w potowie potowy odlegtosci, potem w potowie potowy



potowy odleglosci itd. Znaczy to to, ze strzata nie powinna nigdy dolecie¢ do celu.

Oba te ciagi wnioskowac polegaja na tym, ze paradoksalnym jest to, Ze suma nieskorczenie wielu
dodatnich liczb moze by¢ skoniczona!
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